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Numeros

I
Numeros Naturales 457289005

Los numeros naturales sirven para contar, ordenar y enumerar objetos.
Asi, decimos que la Tierra es el tercer planeta a partir del Sol, que ésta es la primera unidad del Médulo del

Ingreso, etc.

Definicidn iPara leer y recordar!
A los nimeros que utilizamos para contar la cantidad de elementos de un conjunto no vacio se los

denomina nimeros naturales.
Designamos con N al conjunto de dichos numeros,

N=1{1;2;3;4;5;..}

Es claro que la suma y el producto de dos numeros naturales es un nimero natural. En simbolos,

Sia,beN entonces a+beN y a.beN.

Observemos que... Sin embargo, no siempre la diferencia de dos nimeros
1-1=0 ¢N Naturales, es un numero natural. Asi,
1-2=-1 ¢N Si a,beN yb<a entonces a—beN.
3-1=2 e N

Los numeros naturales estan ordenados.

Podemos representarlos en la recta numérica como sigue:

- Si al conjunto de los niUmeros naturales le agregamos el nimero cero, obtenemos un nuevo conjunto que

representamos:

-Por otro lado, si reemplazamos cada elemento del conjunto de los nimeros naturales por su opuesto, es
decir, en lugar de 1 escribimos -1, en lugar de 2 escribimos -2, y asi siguiendo, obtenemos un nuevo conjunto

con los numeros opuestos a los nimeros naturales.
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iPara leer y recordar!
Definicion

Designamos con Ng al conjunto de los naturales incluyendo al nimero 0.

No= {0;1;2;3;4;5;...}..esdecir: No = Nu {0}.

Definicion

Designamos con N ~ al conjunto de los nimeros opuestos a los nimeros naturales.
N-={-1;-2;-3;-4;-5;...} ..obienN"={-a/aeN}

- aeN siysélosi -ae N
- NN N = &, esdecir: no existe un nUmero que pertenezca al conjunto N y al conjunto N -
simultdneamente.

El simbolo & denota al “conjunto vacio”.

Si agregamos estos nuevos elementos al grafico anterior, resulta:

El conjunto que hemos obtenido de esta manera define los:

Numeros Enteros

Definicion:
. . ) iPara leer y recordar!
Definimos al conjunto de los nimeros enteros como:

Z =NvU {0} UN.

De inmediato resulta que todo numero natural es un nimero entero.

N
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Ejercicio 1:
En cada caso, representa en la recta numérica los nimeros indicados y analiza:
a) ¢Existe un niumero entero que sea menor o igual que todos los demas? y é¢mayor o igual?
b) ¢Cudntos enteros existen entre los nimeros consecutivos 2y 3?, iy entre 5y 6?
iyentreny n+1?
c) ¢éCuantos enteros existen entre 2y 10?, iy entre -3y 7?

¢Qué puede afirmarse sobre la cantidad de enteros que existen entre dos enteros dados?

Algunas propiedades de |os NUmeros Enteros

-2€ Zimplica- (-2) =2€Z ¢ Sibe Zimplica-beZ
4,-5eZimplica 4+(-5)=-1€Z ¢ Sia, beZimplica a+beZ
4,-5 cZimplicad-(-5)=9 €2 ¢ Sia,beZimplicaa-be Z, pues:a-b= a+(-b)

como - be Z ; porloanteriorresulta a+(-b) e Z .

4,-5 eZimplicad.(-5)=-20 €Z ¢ Sia,beZimplica a.beZ

Algoritmo de la Division entre NUmeros Enteros
¢Qué ocurre con la division entre dos nimeros enteros? ¢Sera el cociente también un entero?

A través de este ejemplo vemos que 7:2= 3,5 ¢ Z ¢puedes proponer otros ejemplos?

712 bla

13 rq

Por lo tanto, no siempre la division de dos nimeros enteros es un nimero entero.

Al realizar una divisidn entre dos nimeros enteros, puede que el resto sea distinto de cero.

iPara leer y recordar!

Algoritmo de la Division entre nimeros enteros

Sean a, b €7, a#0. Existen enteros Unicos g, rtalesque b=a.q+r con 0<r< | a|

donde |a| denota al “valor absoluto” del nimero a.
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Ejemplos:

a) Para b=84, a=45 resultan: g=1, r=39, pues 84=45.1+39

b) Para b=84, a=-45 resultan: g=-1, r=39, pues 84=(-45).(-1)+39
c) Para b=-84, a=45 resultan: g=-2, r=6, pues -84=45.(-2)+6

d) Para b=-84, a=-45 resultan: g=2, r=6, pues -84=(-45).2+6

Divisibilidad de Numeros Enteros

Definicion .
! iPara leer y recordar!

Si r=0,resulta b= a.q ysediceque a dividea b

(o que b es multiplo de a, o que b es divisible por a , o que a es divisor de b ).

Ejemplos:
a) 2dividea6bpues 6=2.3+0, luegor=0
b) 5 no divide a 12 pues no existe ningln entero que multiplicado por 5 dé 12: o expresado de otra

forma, 12=5.2 + 2, de modo que r = 2.

Ejercicio 2:
Efectua las siguientes operaciones:
a) 5-(-2)+(-8):(-4)-5
b) 7-(3)-(-8):(-8) +(-3) : (-1)
c) 6:(-2)+(-7).(-15): (-3)
d) 22-42:8+25
e) 42:2-1-82:2-1
f) 32:2-1-3%:2
g) 31.3-3°+1-25

Ejercicio 3:
El nimero - 15 es menor que 3, es decir, -15< 3.

a) ¢Es (-15)? menor que 3%? b) ¢Es (-15)° menor que 3°?

Ejercicio 4:
El nimero -12 es menor que -3, es decir -12 < - 3.

a) ¢éEs (-12).6 menorque (-3).6? b) éEs (-12).(-6) menor que (-3).(-6)?
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Ejercicio 5:
a) El cociente de dos numeros es 9, écual es el cociente de sus cuadrados?

b) El cociente de dos niumeros es 9, écual es el cociente de sus cubos?

Ejercicio 6:

Dadas las siguientes afirmaciones, sefiala cuales son verdaderas (V) y cuales son falsas (F). Da un contraejemplo
en caso de ser falso.

a)Si zeZ entonces -z €Z. b) Si z*e Z entonces z €Z.

c) Si 2zeZentonces z €Z. d) Si z2=1 entonces z eZ.

Ejercicio 7:

a) Sean avy b enteros, b# 0.Si a-b =175 vy la divisibon de a por b tiene cociente 15 y
resto 7, hallaa y b.

b) Si se divide un nimero natural a por 2 se obtiene como cociente entero un nimero que llamamos b y r=0
(r:resto). Al dividir b por 2 obtenemos como cociente entero un nimero cy r=1. Luego dividimos ¢ por

2 y en este caso el cociente es 1 y r = 0. ¢Cual es el nimero a?

NUumeros Primos

Definicion

Un ndmero entero a es primo si tiene exactamente cuatro divisores: 1, -1, a y -a.

iPara leer y recordar!

Maximo ComUn Divisor

Definicion
Si se descomponen dos nimeros enteros positivos a y b en sus factores primos, el mdximo comun
divisor entre a y b, es el producto de los factores primos comunes, con el menor exponente. Se

denota: mcd (a, b).
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Ejemplo: Si a=72 y b=284 resulta

72 | 2 84| 2
Recordemos que...

36 |2 42| 2
Para realizar la descomposicion de un

18 |2 21| 3
numero en factores primos comenzamos

9 3 717
dividiendo, de ser posible, por los niUmeros 3 3 1
primos 2, 3,5,7,11,... 1
hasta obtener el nimero 1.
- 93 2 — 92

La segunda columna obtenida presenta la 72=2°.3 84=27.3.7
descomposicion del nimero en factores mcd (72,84)=22.3=12

primos. o sea: 12 es el mayor de los divisores comunes entre 72 y 84.

Minimo Comun Mdrtiplo

iPara leer y recordar!
Definicion:

Si se descomponen dos nimeros enteros positivos ay b en sus factores primos,

El minimo comun multiplo entre a y b es el producto de los factores primos comunes

Y ho comunes con el mayor exponente.

Se denota: mem (a, b).

Ejemplo:
Tomando los nimeros del ejemplo anterior resulta el mem (72, 84) =23.3%,7 =504

. osea: 504 es el menor de los multiplos comunes entre 72 y 84.

Ejercicio 8:
a) Halla el minimo comutn multiplo entre 8y 14.

b) Halla el maximo comun divisor entre 544 y 1492.

Ejercicio 9:
En el pais ABC las elecciones presidenciales son cada 6 afios, las de gobernadores son cada 4 afios y las de
senadores cada 8 afios. En 1974 coincidieron las elecciones de presidente, gobernadores y senadores.

¢Cuando volveran a coincidir?
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Ejercicio 10:

Tengo cierta cantidad de botones. Si los agrupo en montones de a cuatro, queda uno suelto. Si los agrupo de a
tres, también queda uno suelto y lo mismo sucede si los coloco de a dos. Cuando los pongo en grupos de a
cinco no me sobra ninguno.

a) Si tengo menos de 30 botones, écuantos tengo?

b) Si tengo mas de 50 botones y menos de 100, ¢écuantos tengo?

Ejercicio 11:
Tres hombres recorren 28, 35 y 40 kildmetros por dia respectivamente.
a) ¢éA qué distancia del punto de partida esta el lugar mas cercano al que pueden llegar los tres
simultdneamente, en un nimero entero de dias?

b) ¢Cuantos dias empleard cada uno en llegar a él?

Numeros Racionales

Definicién: iPara leer y recordar!
Llamamos nimero racional a todo nimero que se puede

n
Expresar como fraccidon — donde n y m son enterosy m=0.
m

-Con Q denotamos al conjunto de los nimeros racionales.
-Todo nimero entero es racional, pues si meZ escribimos m = T eqQ.

- Esdecir:ZcQ.

Algunas propiedades de |os NUmeros Raciohales

Si u,veQ:
La suma, la diferencia y el
producto de dos niumeros *u+veQ
racionales es un numero racional. *u-veQ

. . . *u.ve
El inverso de cualquier nimero Q

racional no nulo, es racional. .
¢ *Si u#0 entonces —eQ

u
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Ejercicio 12:
Analiza y responde teniendo en cuenta la definicion de Numeros Racionales.

a) Todo numero entero puede expresarse como un numero racional. ¢Es cierta la reciproca de esta
afirmacién? Considera como caso a analizar el nUmero entero 2.

b) ¢Existe un nimero racional que sea menor o igual que todos los demas?, y émayor o igual que todos

los demas?

y

w
w |

2 3
c) Halla un ndmero racional entre 3 y; . Halla un nimero racional entre

¢Puede hallarse mds de un niumero racional en cada caso? ¢Qué puedes concluir?

EXpresiones Fraccionarias Y DeCimales

Los numeros racionales se expresan en diferentes formas. Por ejemplo, el nimero racional tres cuartos puede

expresarse como:

3 -3 6 9 75
- - == =" =0,75=0,750 = ...
4 -4 8 12 100
- /)
~ N v J
forma fraccionaria forma decimal

Todo nimero racional puede expresarse como nimero decimal exacto o periddico.

Cada parte de un numero decimal tiene un nombre especial:
- lacifra alaizquierda de la coma se denomina parte entera.
- lacifra a la derecha de la coma, que se repite, es |la parte decimal periddica.

- lacifra a la derecha de la coma, que no se repite, es la parte decimal no periddica.

Ejemplos:
> = 0,5 esun numero decimal exacto, pues no tiene cifras decimales periddicas.
3 =0,666666... es un numero decimal peridédico puro pues tiene cifras decimales periddicas

142
—— =3,15555555... es un nimero decimal periddico mixto pues tiene cifras decimales periddicas y

no periddicas.
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Ejercicio 13:

Identifica la parte entera y la parte decimal periddica o no periddica de las siguientes expresiones decimales:

a) - =0,333
)

11
c) Q =

6

= 7,81818181... = 7,81

= 4,83333... = 4383

A continuacidén, recordaremos cémo pasar de la forma decimal a la forma fraccionaria.

FORMA p
DECIMAL EJEMPLO OBSERVACION
75 En el numerador aparece la parte decimal, y
Exactas 0,75 = — en el denominador aparece el 1 seguido de
100 . .
tantos ceros como cifras decimales hay.
En el numerador aparece la parte periddica,
Puras 0,2525... = 0,25= é mientras que en el denominador aparecen
99 tantos numeros 9 como cifras tiene el periodo.
§ En el numerador aparece la diferencia entre la
:'g 0,75454...= 0,754 = parte decimal y la parte decimal no periddica,
E . 754 .7 mientras que en el denominador tenemos
Mixtas = 990 tantos numeros 9 como cifras tiene el periodo
seguido de tantos ceros como cifras tiene la
747 -
= parte no periddica.
990

Curso de Apoyo en Matematica
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Mas ejemplos:

FORMA
DECIMAL EJEMPLO
15
0,015 = —
1000
Exactas 3
2,23 = /=
100
0333.. = 03 = >
9
Puras
o 28 127
1,282828... = 1,28 =1+ — = —
9 99
®
3 08333.. = 083 = 58 T
T 90 90
a.
n 754-7 747 12627
: 12,75454... = 12,754 = 12+ = 124+ = 70
Mixtas 990 990 990
~ 124-12 112 4612
5,12444... = 5,124 = 5+ =gy = - 0%
900 900 900
Ejercicio 14:
Calcula:
32 44 133 [2-751[421
a) -t - b)| =+ —-—+—|i| -+ —-—
53 53 3 47 3 2 6 4 3 3 6
Ejercicio 15:

Escribe en forma decimal y en forma fraccionaria:

a) 5 décimos

Ejercicio 16:

b) 5 centésimos

a) ¢De qué numero es 200 la quinta parte?

b) ¢De qué nimero es 850 el 52%?

Ejercicio 17:

Expresa en forma fraccionaria y resuelve:

a) [q/1—0,19 +0,3 _6

25

J (-3

Curso de Apoyo en Matematica

¢) 123 centésimos

d) 82 milésimos
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2
o 1413 —(=3) +(1—0,§):§ d) (0,45.5,5-3)° +6—1) — J0,000025

1 2 1)
[«/0,09++0,7) -(0,7-}
f 2 5

" (12+18) 6
L5 (1,5-03)*-024 3025
5o,

g) 0,09:03-017:03--/0,05.2+05.33-01 h) V4+03-15 '(0’19'0’3)

(0,32-0,21)

Ejercicio 18:

Al tostarse el café, éste pierde un quinto de su peso. Si se tuestan 80 kg., éicuanto pesan después?

Ejercicio 19:
El agua al congelarse aumenta su volumen un décimo del mismo. ¢Qué volumen ocupan 200 litros de agua

después de helarse?

Ejercicio 20:
» , 24 4 . 1 )
Una aleacion estd compuesta por — de cobre, — de estafioy 2—9 de cinc.
éCudntos kilogramos de cada metal habrd en 348 kg y de aleacidn?
Ejercicio 21:
Un curso tiene 32 alumnos. Para colaborar en la organizacién de un acto fue convocada a concurrir 1 hora

antes del inicio la cuarta parte del curso. De los que se esperaban sélo asistié la mitad. Tomando como

unidad el curso écdmo expresaria la parte del curso que asistié?
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Numeros Irraciohales

Definicion

enteros.

-Un numero irracional es todo aquel que no puede expresarse como cociente de dos numeros

Es decir: un ndmero irracional, al ser expresado como decimal, no es exacto ni es periddico,

posee infinitas cifras decimales no periddicas.

iPara leer y recordar!

Un numero irracional muy famoso es el

1+/5
2

numero de oro :

Una manera de obtenerlo es realizar el
cociente entre las longitudes de los lados
diferentes de las hojas tamafio A4 que
comunmente se utilizan en fotocopiadora,

o entre los lados de una tarjeta de crédito.

El nimero &t aparece al calcular la longitud
de una circunferencia y el drea de un

circulo.

El nimero e se presenta en procesos de
crecimiento de una poblacién animal o
vegetal, y en problemas de desintegracion
radiactiva. Asimismo, en el tendido de
cables eléctricos, los cables entre postes
determinan una curva en cuya ecuacion

también esta presente el nimero e.

¢No te parece curioso?

Ejemplos:
a) 0,1234567891011...

La parte decimal de este numero irracional es la

sucesion de los numeros naturales.
b) m=3,141592654...

El simbolo = indica una aproximacién del
numero. Notemos que también existen otras
aproximaciones para 7; por ejemplo: 3,14 ;

3,141 ; 3,14159 ; 3,1416 ; ... etc.

c) V2 =1,4141135 ...

Muchas raices cuadradas y cubicas son nimeros

irracionales. ¢ Te animas a buscar otras?
d) e=2,71828....
Al efectuar calculos en los que intervienen los

numeros irracionales, tomamos una cantidad finita
(entre 3 y 5) de cifras decimales. Por lo tanto,

podemos considerar e = 2,718 o bien e = 2,71828.
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Numeros Reales

Refulelie iPara leer y recordar!
La unidn del conjunto Q de niumeros racionales y el conjunto de los nimeros irracionales es el

conjunto R de los numeros reales.

-Todos los niimeros que hemos estudiado en las secciones anteriores son niimeros reales.

-El conjunto de los nimeros reales también puede representarse sobre una recta.

-A cada numero real le corresponde un Unico punto de la recta, y cada punto de la recta representa un Unico
numero real. A esta recta la llamamos recta real.

-No siempre somos capaces de representar exactamente a un numero real, sin embargo, siempre es posible

obtener una representacion aproximada de él a partir de su expresién decimal.

Observemos que...

5
. ; Ejemplos: Se representan los nimeros /2 ;-3 ;02 ;- — y 2
... No existe un numero real que jemp P ’ | y

sea mayor o igual a todos los
demas, ni uno que sea menor o

5
igual que todos los demas. -3 4 0.2
@

Ademas, entre dos numeros
reales dados cualesquiera existen
infinitos numeros racionales, e
infinitos numeros irracionales.

Ejercicio 22:

Indica cual de los siguientes nimeros es racional y cudl es irracional.

3
a) 5 b) 0,494949... ¢) 3,75 d) 0,141144111444...
e) /7 f) 3,2222... g) 0,437537537... h) 0,101001000100001...
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Ejercicio 23:

Completa con Sl o NO, segun corresponda, la siguiente tabla:

|
(=]

Numero 7 10 -2,08 | 1,1212212221... | /25 | -2,2424... vV —4 —=

Natural

Entero

Racional

Irracional

Real

Ejercicio 24:

Indica si cada enunciado es V (Verdadero) o F (Falso). Justifica los casos Falsos.

a) Todo numero real es racional. b) Todo nimero natural es entero.
¢) Todo niumero entero es racional. d) Todo numero real es irracional.
OrdenenR

Ejercicio 25:

Representa en la recta real los siguientes nimeros en forma aproximada:

1 3

-5 b) — -
a) ) 3 c) 2
d) /5 e) n f) 2,5

Observa que, al efectuar las representaciones de estos nimeros, los mismos estan ordenados en la recta

numeérica. Esto establece lo que llamaremos una relacion de orden entre ellos.

Definicion:

iPara leer y recordar!
Si en R definimos la relacién de orden que indicamos
“<"” (menor ) observamos que:

Dados dos numeros reales a y b, se tiene una y sélo una de las siguientes situaciones:

a<b ; b<a g a=b
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-3<4 &-3+1<4+1 Ademas, se satisfacen

-3<4 y 2>0=-3.2<4.2 las siguientes propiedades:
. < +c<b+
S3<4 y -2<0 =-3.(-2)>4.(-2) va,beR,a<b <at+c<btc
El simbolo <> se lee “si y s6lo si” ¢ Ya,b,ceR a<byc>0=a.c<b.c
El simbolo = se lee “implica” ¢ Va,b,ceRa<b y ¢c<0=a.c>b.c
Ejercicio 26:

Completa la tabla con los signos >, < 0 = segun corresponda:

a b

a B a....... b ——— - a(-3) ........ b(-3
5 5 (-3) (-3)
8 2

8 2 8>2 ->=Z 8(-3)<2(-3)
2 2

-6 -10

-4 8

0 4

Ejercicio 27:

Escribe un nimero comprendido entre los siguientes:

a)— vy

(NN

b) 1,4142 y 1,4143

W | =

5

355
vﬁ dnrny —

c)

Potenciacion y Radicacion en R,

Definicion
iPara leer y recordar!
Definimos potencia de exponente n de un nimero real a, a la expresion

a"=a.a.a....a

~—————— —
nveces

donde ae R sedenomina base y ne N se denomina exponente.

La definicién puede extenderse a exponentes enteros:

1

n

a

Se define paraa#0que: a®°=1 ya "=

Curso de Apoyo en Matematica
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Ejemplos:

(A

3

16
81

Algunas propiedades importantes que debemos recordar son:

22.23=25 X x2=x2 e Producto de potencias am.g" = g™"
con la misma base.
23:23=20=1 Xt x2=xb e Cociente de potencias a™q" = g™n
con la misma base.
(3°)=3" (x?)t=x e Potencia de una potencia. (@™)" = g™
(2.5)2=27%52 (x.y?)3=x3p e Potencia de un producto. (a.b)" = a"b"
(2:5)%2=22:52  (x:y?)P=x3:y° e Potencia de un cociente. (a:b)" = a":b"

Definicion:

Definimos la raiz n-ésima de un nimero real a, a la expresion:

Na =b si b"=a dondenesunnumero natural.

Denominamos a n: indice de la raiz, y a a: radicando.

iPara leer y recordar!

3227 =3 pues (37 =-27
4/81 =3 pues 3= 81
No tiene sentido considerar v -4
en el conjunto R, dado que no existe
un numero real tal que elevado al

cuadrado nos dé por resultado - 4.

... para que la definicién tenga sentido,

-Si n es impar, a puede ser cualquier nimero real,

-Si n es par, a debe ser un numero real positivo.
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1 La raiz n-ésima de un nimero suele también

Y6 =65

denotarse como potencia

! i

37_3
37 =3 W:a”.

1
J5=52
P
Ademas : n\/aT= a sia=0

-Sia < 0, esta afirmacidén no siempre tiene sentido, ya que puede ocurrir por ejemplo:

(-3)2 = J(-3)"  pero (-3)¥*=((-3)¥3)* = («/ -3 )4 no tiene sentido en el conjunto R.

- También se satisfacen las siguientes propiedades:

_ -1 1
2¢3 = 21531 — l>z a>0,b>0y a<b=a'>h
3 3

- a<0,b<0y a<b=al>hp?

El siguiente cuadro resume las propiedades que verifican las operaciones de suma, producto, potencia y raiz en
Ry en cada subconjunto de éste.
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OPERACIONES

PROPIEDADES

1. Asociativa a+(b+c) =(a+b)+c
2. Conmutativa a+b =b+a
Suma
3. Elemento neutro 0
4. Elemento opuesto de a -a
5. Asociativa (a.b).c = a.(b.c)
6. Conmutativa a.b =b.a
glocie e 7. Elemento neutro 1
8. Elemento inverso de a (a=0) %
Suma-Producto |9. Distributiva a.(b+c)=a.b+a.c
1. Producto de potencias de igual base |a™. a" = g™"
2. Cociente de potencias de igual base |a™:a" = a™"
Potencias 3. Potencia de una potencia (a™)" = ag™m
4. Potencia de un producto (a.b)" = a". b"
5. Potencia de un cociente (a:b)" = a": b"
1. Producto de radicales de igual indice W ] W _ m
2. Cociente de radicales de igual indice W:W _ W
Raices

. Raiz de una raiz

. Potencia de un radical

En virtud de las propiedades que verifican la suma y el producto de nimeros reales,

se dice que R es un cuerpo, y esta ordenado por la relacion de orden < .

Ejercicio 28:

Calcula las siguientes potencias:

Ejercicio 29:

5

Calcula las siguientes expresiones:

a)

2

X0 b) (- x)?. x°

Curso de Apoyo en Matematica

c) xX°:x®

1 0
b) [j c) 22 d)(-3)2 e) (- 3)? f) 10°

d) x3:x°°




Ejercicio 30:
Escribe como radicales los siguientes nimeros:

21/2 72/3 50,5 120,2 7-1/2 9»1/3 510/5 8»2/3
Ejercicio 31:

Expresa como potencia fraccionaria:

b) Jx:3x oJx-3x-3x? d)

1
) — L

Ejercicio 32:

Simplifica, si es posible: a) 432 b) &5 c) 9@ d) 21024

Ejercicio 33:
Extrae factores del radicando: a) \@ b) x/ﬁ c) \/37 d) \@

Ejercicio 34:

Calcula usando propiedades:

a) 2432 b) /15:4/3 o 2415 d) 332:32
e) 3339 ) 38:32 g) 32:35 h /8:42
i) 2:332 )34 K /2807 ) 3/9:93

Ejercicio 35:

Resuelve usando propiedades y reduciendo las expresiones:

a) ~/2+-/8+-/18--/32 b) /5 +-/45 +-/180 --/80
¢) /24 -5/6 +/486 d) 254 -316

Ejercicio 36:

Simplifica las siguientes expresiones:

) m "’)5.3\/34{[%.%/5)-3 ) (\/61/5)318; d) 3\/10--L %

Ejercicio 37:

Elimina las raices del denominador y simplifica:

3 1 2

b)

-2 3-2 RENC I

Curso de Apoyo en Matematica Pagina 19



Ejercicio 38:
Resuelve:

-2

16'/4 .27/ 64%3 —27"3 1 g2/3 _3.932

d Y m T e
11 5) TV

Ejercicio 39:

donde a=0

Sia=+v3+1, b=3—-2V2 y ¢ =1—+/3, indica si las afirmaciones que siguen son verdaderas o falsas.
Justifica tu respuesta.

I.  a+besunnimero irracional.

Il. a + ¢ es un numero irracional

1. a - c es un numero entero.

a ’ .
V. — esun ndmero racional.

Ejercicio 40:
Calcula la diagonal de un rectangulo cuyos lados miden 10 cmy 12 cm.

Expresa el resultado con dos decimales.

Ejercicio 41:
Grafica la siguiente construccidn geométrica:
- Trazar un segmento AB de longitud 1 unidad.
- Trazar otro segmento AC perpendicular a AB, de longitud 1 unidad.
- Nombrar O al punto medio de AC.Marca la circunferencia de centro Oy radio OC.
- Trazar la semirrecta BO y llama D al punto de interseccidn de ésta con la circunferencia mas
alejado de B.

Calcula el valor exacto de la medida del segmento BD vy verifica que se corresponde con el nimero de oro

(0=257)

Curso de Apoyo en Matematica Pagina 20



Ejercicio 42:

El siguiente grafico muestra como representar con regla y compas el nimero irracional v/5 en la recta real.
Por el mismo método, representa V2,43 yV17.

Ejercicio 43:

Calcula el area de un tridngulo equilatero cuyos lados miden 10 cm. Expresa el resultado con tres decimales.
Ejercicio 44:

El drea de un cuadrado mide 50 cm?. ¢Cudl es el drea del cuadrado construido sobre su diagonal?
Ejercicio 45:

Calcula el area de un circulo de 100 cm. de radio y expresa el resultado con tres decimales exactos.
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NUmeros Complejos

No es cierto en general, que la raiz cuadrada de un nimero real sea siempre un nimero real.
Por ejemplo, si se quiere resolver una ecuacidon como la que sigue:

x?>+4 =0 encontramos que no existe ac R tal que o= -4.

iPara leer y recordar!
Definicion

La unidad imaginaria i es un nUmero que satisface la propiedad: iZ=- 1, también se suele escribir

i=-1.

Definicion

-Alos nimeros de laforma z=a+bi dondea y b son reales se les llama numeros complejos.
- Al conjunto formado por dichos nimeros se lo denota: C.

- En un nimero complejo z=a+bi,cona, beR, a sellama partereal y se la denota con

a =Re(a+bi), b sellama parteimaginariay se la denotacon b =Im(a+bi).

Ejemplo:
2=2-3i; Re(2-3i)=2 ;Im(2-3i)=-3(yno —3i, icuidado!)
Observemos que, para el nimero complejoa +bi:

¢ sia =0, el niumero complejo solo tiene parte imaginaria,

es decir, es imaginario puro.

¢ si b=0, el nimero complejo sdlo tiene parte real.
Por lo tanto, el conjunto de los nimeros reales esta incluido
en el conjunto de los nimeros complejos: R c C

De esta forma, la ecuacion planteada al comienzo tiene solucién en el conjunto C:

x2+4=0
x?=—4

x| = V=4 =V4.V/-1
x| =21

X1 =21 Xy = —21i
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Definicién: iPara leer y recordar!

A dos numeros complejos se les llama conjugados si tienen la misma parte real, y opuestas sus
partes imaginarias. Se simboliza Z . Es decir:
Si z=a +bi es un nimero complejo, entonces Z=a — bi es el conjugado de z.

Ejemplo:3+2i y 3-2i sonndmeros complejos conjugados.

., . El nimero complejo z=a+bi se representa en el plano
Representaciéon de 5 + 3 i Pl b P

mediante el punto P de coordenadas (a; b) . El eje de las

y 4
T 543 abscisas se llama eje real, y el de las ordenadas,
S B ! eje imaginario.
2] i
T i % De esta forma, a cada numero complejo le corresponde un
0 1: 2: 3: 4 :5 — punto del plano y a cada punto del plano le corresponde un nimero
complejo.

Representacionde 5+ 3 iy
Si unimos el origen con el punto P obtenemos un

su conjugado 5 -3

segmento orientado.

Operaciones en C

La suma o resta entre nuimeros complejos se realiza
Suma Y Resta )
sumando o restando partes reales entre si y partes
imaginarias entre si respectivamente.
Ejemplos:

a)(2+3i)+(8-5i/)=(2+8)+(3+(-5)) i=10-2i
b)(2+3i)-(8-5)) = (2-8)+(3-(-5)) | =-6+8i
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El producto entre dos nimeros complejos se realiza aplicando
Producto
la propiedad distributiva del producto respecto de la sumay
recordando que i2=-1.
. La divisiéon entre dos nimeros complejos se realiza
Division
multiplicando dividendo y divisor por el complejo
conjugado del divisor.
Ejemplo:
20+301i
Resolver: ————
RE)

20+30i _ (204300).(3-i) _ 60+90i-20i-30i* _ 90+70i

3+ (3+1).(3-1) ﬁ 9.2

El complejo conjugado de (3 + i) es (3 —1).

Ejercicio 46:

10

9+7i

Resolver las siguientes operaciones expresando los resultados en forma binémica:

b) (g+%ij.(_5+4i)

a)

(1_zi)+@+5ij+(_7i)_(_z)

3+4i
2—1i

c)

e) (= 1+i)+(3-2i)-(1+37)

Ejercicio 47:

Calcula:

Recordemos...

a) Re{z(l-i)3 +3(-2+4i) -5(@-2)2}

2-3i .
b) 5+il —(1-4i)? =

o Im {(l %(22;”)}

3

d) V=16 +v=25v-1++/49

Cuadrado de un
binomio

(a+b)?=a®+2ab + b?

(a-b)*=a?-2ab +b?

Cubo de un binomio

(a+b)®=a®+3a’b +3ab’*+ b3

(a-b)®=a%-3a?b +3ab?-b*
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Ejercicio 48:
Sabemos que /2 = -1. Por lo tanto, i*=i%i =-i, y también se tiene que
i*=(*)?=(-1)=1.

Teniendo esto en cuenta, calcula: i

Ejercicio 49:
Representa en un mismo grafico los nUmeros complejos z1=2+3i y z,=5-2i.

Calcula z; + z, y gréfica. Observa la relacién geométricaentre zi, z, y (z1+22).

Ejercicio 50:
Dado el nimero complejo z = a + bi. Sabiendo que se denota: Z al conjugado de z, halla las expresiones de

z+zyzz.

Ejercicio 51:

Calcula
a) Re {3 - 4’: +(=2+ i)2} b) Re {(~2i)* - (-1 - 6i)°}
5-2i
g 7-8i3
Qimi— 0 d) Im (ﬁi)z
(—4+2i)2 3
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RECTAREAL

Conjuntos e intervalos

iPara leer y recordar!
Definicion
Un conjunto es una coleccion de objetos, conocidos como los elementos del conjunto.

Si S es un conjunto, la notacién € (pertenece) significa que a es un elemento de S y € (no pertenece)
significa que b no es un elemento de S.

Por ejemplo, si Z representa el conjunto de los nimeros enteros -3 e Z perot & Z.

Algunos conjuntos se pueden describir listando sus elementos entre llaves. Por ejemplo, el conjunto A formado
por todos los enteros positivos menores que 5 se puede escribir como:

A={1;2;3;4}
También podemos escribir A en la forma

A = {x/ x es un nimero enteroy 0<x <5}

Que se lee:

“A es el conjunto de todas las x tal que x es un entero y x es mayor que 0 y menor que 5”.

Si Ay B son conjuntos, entonces Si Ay B son conjuntos, entonces

su UNION A U B es el conjunto constituido por | la INTERSECCION de Ay B es el conjunto A N B

todos los elementos que estdinen Aé en B (o es el conjunto formado por todos los
en ambos). elementos que estan tanto en A como en B.
A 3 A SRR
AnB i

El conjunto vacio denotado @ es el conjunto que no contiene ningln elemento.
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Ejemplo:

SiS={1;2;3;4;,5},T={4;5;6;7} y V={6;7;8};obtener: SUT,SNT ySnV

SUT={1;2;3;4;5;6;7} SN T={4;5} SNnv=0g
T

Ciertos conjuntos de numeros reales, conocidos como intervalos, se presentan con frecuencia en el calculo y
geométricamente corresponden a segmentos de recta.

Por ejemplo, si a < b entonces el intervalo abierto desde a hasta b estd integrado por todos los nimeros entre
ay by se denota mediante el simbolo (a ; b).

También podemos escribir: (a; b) ={x/ a< x< b}

Observa que los puntos extremos, a y b, no estan incluidos en este intervalo. Este hecho queda indicado por
los paréntesis () en la notacién de intervalos y por los circulos en blanco en la grafica de la figura

m
AN 5
(o]

El intervalo cerrado deaabeselconjunto[a;bl]={x e R/a<x<b}

Aqui los puntos extremos del intervalo han quedado incluidos. Esto se indica mediante corchetes [] enla
notacion de intervalos y con los circulos sélidos en la figura de la gréafica del intervalo

[ ml
[N B}
(@]

Necesitamos considerar también intervalos infinitos, como (a;+®) = {x e R/ x> a}

Esto no significa que el oo (“infinito”) sea un numero. La notacion (c; + « ) corresponde al conjunto de todos
los nimeros que son mayores a, por lo que el simbolo o simplemente indica que el intervalo se extiende de
manera indefinida en la direccién positiva.
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La siguiente tabla lista los distintos tipos posibles de intervalos. Siempre suponemos que a<b

en simbolos graficamente
[c;+0) = {xeR/x>c} - [
Cc
(c;40) = {xeR/x>c} - (
C
(ro;d] = {xeR/x<d} - bl
d
(-roo;d) = {xeR/x<d} - A
d
(-oo;+) = R - :
0
(@a;b] = {xerR/a<x<b} - ( ]
a b
[a;b) = {xerR/a<x<b} N ’ )
a b
(@a;b) = {xeR/a<x<b} - ( )
a b
[a;b] = {xeR/a<x<b} - [ ]
a b
Ejemplos:
(-2 ;/271=xeR/ -[2<x<2} ; 3
2 -z -1 1] 1 ¥z 2
1 4 1 4
(-—,‘—:|={XER/—<XS} i 4
3 3 3 3 1 .1lq 14 2
3 3
(-0;-1) = {xeR/ x<-1} .
-3 -2 -1 0
Ejercicio 1:

Expresa mediante intervalos cada uno de los siguientes subconjuntos de R: el conjunto de los nimeros reales

x que satisfacen:

a) xes mayor que 2 y menor que 6.

b) xes mayor oigual que -1.
2
c) x esmenor que g

d) xsupera al menor nimero entero positivo
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Ejercicio 2:
Representa sobre la recta real los siguientes intervalos:
a) [2,5]

b) {x/xe R A -3 <x< g }

JE
)

d) {x/xe R A -1 <x<2,75}
Ejercicio 3:
Expresa los siguientes intervalos en términos de desigualdades y grafica:
a)(-3;0)
b) [1;5)
c) (5; )
d) (-0 5)
Ejercicio 4:
Expresa las siguientes desigualdades como intervalos y realiza las graficas correspondientes:

a) x<2
b)-3< x<4
c) x>-1

(Unionhes e intersecciones de intervalos

Ejemplo: Grafica los siguientes intervalos:

a)(1;5)n[3;9]
La interseccién de dos intervalos esta formada por los nimeros que se encuentran en ambos. Por lo
tanto

(1;5]n[3;9]={x/ 1<x<5y 3<x<9}

={x/ 3<x<5}

=[3;5) [
L

w
o
(§) N R
o ]
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b)(-3;-1)U(-2;2)
La unién de los intervalos (-3 ; -1) y (-2 ; 2) la conforman los nimeros que se encuentran ya sea en
(-3;-1)oen (-2; 2), porlo que

(-3;-1)U(-2;2) = {x/ -3<x<-16 -2 <x<2}

=(3,2) — }
w3 2 a1 o 1 h

Ejercicio 5:

Determina:
1 5
a) [F=;2)uU[l;+x) b) (-3;-1)U[—;3)
4 2
5 3 7
3:-1) N[> ;3 d[0;V5)n[2; =
c) ( )ﬁ[2 ) ) [ )ﬁ[2 2]

Ejercicio 6:

Halla los valores de x que satisfacen las siguientes condiciones y representar los subconjuntos de R
correspondientes.

a) 0<x<2 Axel[l;3) b) x>-1 A xe(2;5)
c) xe [-4;+0) Ax<-2 d) xe(-2;2) A xe[l;+x)
e) xe (-©0;3) Axe(-3;+x0) f) -3<x<1 Axg[0;2)

Ejercicio 7:
Dados los intervalos A=[-2;1) ; B=[-1;+x) ; C=[-3;2,5) determina:
a) (AnB)nC b) (AnB)uUC

Ejercicio 8:
SeanA=[-2; 6];B=(1;5]; C=(-1;3).Calcula:

a) (AuB)nC b) (AnB)uUC
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Valor absoluto o médulo de un numero real

iPara leer y recordar!
Definicion

-El valor absoluto de un nimero a, es la distancia de a hasta 0 en la recta de los numeros reales.
La distancia es siempre positiva 6 0, por lo que tenemos | a | 2 0 para todo numero a.

Dado un numero ae R, llamaremos médulo 6 valor absoluto de a, al mismo nimero a si este es
positivo o cero, y -a si a es negativo, es decir:

a si a=0 ;
la| =

—a si a<0

!
T
0

— N _/

Ejemplos:

a)l3l=3  p)l3/=-(3=3 ¢ lol=0

Ejemplo:
Encuentra los valores de x que satisfacen la siguiente igualdad: | X+7 | =3.

Si [x+7]=3

Entoncesx+7=3 6 x+7=-3

Six+7=3entoncesx=-4 -7 -6 -5 4

Six+7=-3entoncesx=-10 9 8 -7
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Observa que como |x| mide la distancia de x al 0, que |x| sea menor ¢ igual que b

significa que la distancia de x a cero no debe ser mayor que b es decir:

Si beR y b>0 entonces la desigualdad |x| < b es equivalente a la doble desigualdad

-b <x<b.

Graficamente: T .

Engeneral,-b < x < besequivalente x>-b y x<b y representa la interseccion
[-b;+o)N(-c0;b]=[-b;b]

Ejemplo:

|x|§\/7 es equivalente a -\/TSXS \/7

X|S\/7 significa que x € [—\/7,\/7]

Por lo tanto,

Si representamos en la recta numérica obtenemos e intervalo: -2

Observa que como |x| mide la distancia de x al 0, que |x| sea mayor 6 igual que b

significa que la distancia de x acero debe ser mayor que b es decir:

Si be Ry b>0 entonces la desigualdad |x| > b es equivalente a decir que x>b 6 x <-b.
] L
J |
-b 0 b

Graficamente:

En general, |x|>b es equivalentea x >2b 6 x < -b y representa la union (-0 ;-bl]U/[b;+ x)

Ejemplo:

|x|>8 es equivalentea x >8 6 x < -8

Por lo tanto, |x | < 8 significa que x €( -0 ;-8]U[8; + o)

Si representamos en la recta numérica obtenemos:
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Ejercicio 9:

Resuelve y representa graficamente. Expresa la solucidn, de ser posible, en forma de intervalos

a) |x|:3
b) Ix-6]=3
c) |x|23
d Ixl<s

Ihecuaciones lineales

Las ecuaciones se caracterizan por presentar el signo de igualdad, mientras que en las desigualdades aparecen
precisamente algunos de los signos <, <, > 6 >. De todas formas, tanto las ecuaciones como las
inecuaciones pueden ser de primer grado. Una inecuacidn es de primer grado cuando las incdgnitas que

aparecen en su expresion tienen exponente igual a 1.

Resolver una inecuacidn significa determinar todos los
valores de la variable que hacen verdadera la desigualdad.

Ejemplos:
Encontrar el conjunto solucidn de las siguientes inecuaciones lineales:
a) 4x-8>12
4x>12+8
4x>20
x>5

S=(5;+w)

Graficamente 3 4 5\ I6 7 8I 9I

b)LH <6
2

Xx+1<12
x<11

S= (-, 11) | \

: ' ' o 7 '
Graficamente 6 7 8 9 10 11 12
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c)-2x +6 <x-3

-2x—X <-3-6 Recordar...
3x <-9 Si multiplicamos cada lado de la desigualdad por
un numero negativo, entonces invertimos el
x>(-9):(-3) sentido de la desigualdad
x>3
5=(3, w)
} } } / ; ; } $
Graficamente: 1 2 3\ 4 5 6 7
Ejercicio 10:

Resuelve las siguientes inecuaciones y representar el conjunto solucion en la recta real:

a) 2x —3 < 4 - 2x b) 7+ 3x <4+ x
1 x+2 x—1

cZ.(x——)> 3x d <

) 2 ) 3

5x-6

e) 3x —12 <

g)(Z-;xj(-3)+4.(—1x+Zj > 0

f)3.(4-x) < 12x +6
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CONCEPTO DE FUNCION

Este Mddulo, si bien hace referencia, como eje central a las relaciones entre dos variables, que son funciones,
tiene como objetivo general utilizar las funciones como un eje transversal a los demds contenidos
matemdticos: es mostrar a través de ellas que la Matemdtica no es solamente una materia importante en su
plan de estudios, sino también una herramienta que le permitird analizar y comprender mejor muchas
situaciones que se presentan en su vida cotidiana, en su trabajo, en la lectura de un diario o de una publicidad,
por ejemplo para leer una factura de servicios de electricidad o gas, en el estudio de otras materias,
fundamentalmente Fisica y Quimica. Por esta razén proponemos muchos y variados ejemplos prdcticos.

Nuestros objetivos son:

v Construir modelos matemadticos (Aplicar conceptos matemdticos en la resolucidn de situaciones de la
vida cotidiana o de otras ciencias).

v’ Utilizar diferentes registros de un mismo concepto, y los cambios entre registros (Expresar las
funciones a través de diferentes lenguajes: tablas, formulas, enunciados comunes, grdficos, y traducir
dichas expresiones entre si).

v Analizar informacién y anticipar resultados (Obtener informacidn de la lectura de esas diferentes
formas de representacion de las funciones).

v Ejercitar y ampliar los conocimientos adquiridos en la escuela secundaria relacionando las funciones
con las operaciones numéricas, las ecuaciones, y la Geometria.

Antes de comenzar con el desarrollo tedrico del tema, le presentamos 2 situaciones.

Sugerimos que se reldina en un grupo pequeiio (o con su companero de banco) y que antes de comenzar a
intercambiar ideas, lea con detenimiento cada problema y tome unos minutos para pensar individualmente
su resolucion. Luego expongan dentro del grupo lo que analizaron y evallen cual es el procedimiento mas
eficaz en cada caso.

Situacion 1
Teclas alfanuméricas: 0800-INGRESO

Sabemos que los teléfonos tienen asignados a sus teclas letras y nimeros, por lo que a muchas empresas que
contratan al servicio del 0800 les asignan nimeros faciles de memorizar para sus clientes. Asi por ejemplo, una
escuela podria tener el 0800-3728352 que se corresponde con el 0800-ESCUELA.

a) ¢Qué numero habra que marcar para comunicarse con el 0800-HELADQOS?
b) ¢A qué palabra correspondera el nimero 08004647767 ées Unica?
c) Yal nimero 0800-520461, iqué palabra le corresponde?
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Situacidn 2
100 metros llanos
El siguiente grafico describe el desarrollo de dos atletas durante una carrera de 100 metros llanos

CORREDOR A
distancia 108
{en metros)
oo
204
o
CORREDOR B
6o
504
e
3
20
1
0
T T T T T T T T T T T T T T
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 g [ 10 11 12 13
tiempo (en segundos)

Analizar el grafico y responder:

a) ¢éQué magnitudes se relacionan?

b) ¢Durante cuanto tiempo estuvo primero el corredor B?

¢) ¢éCudntos metros recorrio el corredor A a los tres segundos de haber largado? ¢y el corredor B?
d) ¢éEn qué momento el corredor B es alcanzado por el corredor A?

e) ¢Cual de los dos corredores termind la carrera? ¢ Cuanto tiempo tardé en llegar a la meta?

A continuacion, presentamos un analisis de las situaciones presentadas anteriormente:
En las situaciones se observa que se vinculan distintas variables (o magnitudes): la primera situacion relaciona

letras con nimeros de la misma tecla y el grafico relaciona la distancia recorrida en metros por los atletas
durante cierto tiempo medido en segundos.

Ademas, podemos notar que los valores de una variable varian al cambiar los valores de otra.
Esto se debe a que las variables que describen estas situaciones aparecen RELACIONADAS entre si.

Observemos que en el segundo problema pudimos responder todas las preguntas por que a cada valor de una
de las variables tiempo le corresponde un Unico valor de la variable distancia. En cambio, en la primera
situacién esto sucede solo con la relacidn que le asigna a cada letra el nUmero que esta en la misma tecla, ya
que no ocurre lo mismo con la correspondencia que a cada nimero le asigna una letra de la misma tecla por
haber varias posibilidades. Ademds, al 1 y 0 no se le asigna ninguna letra. Para entender mejor lo antes dicho
observemos el siguiente diagrama:
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A lo largo de este mddulo nos interesa estudiar y analizar solo aquellas relaciones que se ajusten a los dos
ultimos problemas. Ahora bien, cuando mencionamos relacién entre variables éa qué nos referimos
exactamente (o formalmente)?

Una relacién es una correspondencia que asocia elementos de un conjunto, llamado conjunto de partida, con
elementos del segundo conjunto, llamado conjunto de llegada.

Se pueden definir, asociados a la relacidn, dos conjuntos: el dominio y la imagen de la misma, que seran
subconjuntos del conjunto de partida y de llegada respectivamente.

El dominio de una relacidon es el conjunto formado por todos los elementos del conjunto de partida que estan
relacionados con, al menos, un elemento del conjunto de llegada.

La imagen de una relacién es el conjunto formado por los elementos del conjunto de llegada que estan
relacionados con alguin elemento del dominio de la relacién.

Las relaciones que cumplen:

1) El dominio de la relacidn es igual al conjunto de partida
2) Cada elemento del dominio estd relacionado con un UNICO elemento del conjunto de llegada,
llamado su imagen.

reciben el nombre especial de FUNCION

Una funcién de A en B es una relacion que asocia a CADA ELEMENTO x del conjunto A UNO Y SOLO UN
elemento y del conjunto B, lamado su imagen.

Una funcién modeliza una situacion en la que existe una relacidon de dependencia entre dos variables que
intervienen en dicha situacion.

Dado que el valor de la variable yeny = f (x) siempre depende de la eleccidn de x, decimos que y esla
variable dependiente. Por el contrario, como la eleccién de x es independiente de y, la llamamos variable
independiente.

Existen muchos fendmenos y situaciones de nuestro entorno donde se observa que una cantidad depende de
otra. Por ejemplo, la estatura de una persona depende de la edad, el area de un circulo depende del radio del
mismo, la temperatura de ebullicién del agua depende de la altura del lugar, la distancia recorrida por un
objeto al caer libremente depende del tiempo que transcurre en cada instante. En cada caso decimos que la
segunda cantidad es dependiente de la primera.

Curso de Apoyo en Matematica Pagina 37



Formalicemos lo antes analizado a través de las siguientes definiciones:

«+ DEFINICION DE FUNCION REAL

Sean Ay B conjuntos de nimeros reales. Una funcidn real f de una variable real x entre Ay B, es una relacién
gue hace corresponder a cada nimero x perteneciente al conjunto A, un Gnico nimero y del conjunto B,
llamado imagen de x por f, que se denotay = f (x).

En simbolos, se expresa f : A = B, siendo el conjunto A el Dominio de f, y el conjunto B el codominio o
rango de f.

A

Nociones basicas y notaciones
Seaf: A = B una funcion,

v' Lanotaciony = f (x) sefiala que y es una funcién de x, y se lee: "y es igual a f de x”. La variable
Xx € A es la variable independiente, y el valor y € B se llama variable dependiente, y f es el nombre
de la funcioén.

v" Gottfried Leibniz fue el primero que utilizd la palabra funcién, en 1694, para denotar cualquier
cantidad relacionada con una curva. Cuarenta afios mas tarde, Leonard Euler (1707-1783) dio una
definicion precisa de funcién e introdujo en 1734 el simbolo f(x) para designar la imagen de x por
una funcion f.

A partir de este momento solo analizaremos y trabajaremos con relaciones funcionales, es decir con
relaciones que verifiquen la definicidn anterior. Antes de presentar otros ejemplos de funciones,
consideremos las siguientes definiciones:

<+ DOMINIO DE UNA FUNCION

El dominio de una funcidn f es el conjunto de nimeros reales que puede tomar la variable independiente x.
Lo denotamos Dom f.

Ejemplo 1
Observa los siguientes graficos de funciones. Escribe el dominio de cada funcidon representada.
Y Y
a) [N NN NG b) 4 g(x
ama
™ 4 / o]
\\ ]
‘\ ]l
~J 4 X
S8 6Dl L X ) 24 £
- y
/ 4
AEEE
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Respuesta:
a) Domf=R—{3}6 (—;3) U (3;+) b) Dom g = [3; +e°)

Si una funcién viene determinada por una férmula, para obtener el maximo dominio de la funcién debemos
tener en cuenta, las minimas restricciones que presentan las operaciones algebraicas con nimeros reales:

» En toda divisidn de nimeros reales, el divisor es distinto de cero.
» Elradicando de raices de indice par debe ser debe ser mayor o igual que 0.
» Elargumento de un todo logaritmo debe ser mayor que cero.

Ejemplo 2
Determina el maximo dominio de las siguientes funciones:

a) f(x)= 2x—§

b) g(x) =7 —0,5x

o _ x+1
Y= %o
Respuesta

a) Esta funcion es una funcién polindmica de grado uno, es decir, es una funcion lineal. Por las
operaciones que intervienen en este tipo de funciones (suma, resta, potencia de exponente natural y
multiplicacion) podemos asegurar que x puede tomar cualquier nimero real, es decir que f(x) esta
definida para cualquier valor real. Concluimos entonces que su maximo dominio es: Dom f = R

b) En la definicién de la funcidn g(x) interviene una raiz cuadrada y por lo dicho antes el radicando debe
ser mayor o igual a cero, es decir, planteamos la siguiente inecuacion para determinar el dominio:

7—-05x=0

RECORDAR!
—-0,5x = -7

Si los dos miembros de una
desigualdad se multiplican o
dividen por un niimero negativo
la desigualdad cambia de
sentido.

x < (=7):(-0,5)

x < 14

Concluimos que el maximo dominio de la funcién g(x) es: Dom g = (—o0; 14]

c) Como el cociente entre dos nimeros reales es siempre otro nimero real salvo que el divisor sea cero,
realizamos la siguiente restriccién al denominador de la expresion:

x2=9 %0
x2#9
[x] # 3
x#3y x#* -3
Concluimos que el maximo dominio de la funcién es: Dom g = R—{-3;3} 0

(—0;=3)U(=3;3)U (3;+»)
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En el contexto de un problema el maximo dominio de la funcién determinado por su férmula, queda
restringido a las condiciones de dicho problema.

Ejemplo 3

Si consideramos la expresion de la siguiente funcién polinémica de 2%4° grado,

h(x) = —0,05x% + 1,05x + 5 descontextualizada, es correcto decir que esté definida para cualquier
numero real, es decir, que su dominio es R.

Pero si suponemos que un jugador de béisbol lanza una bola en un campo de juego y la trayectoria de la
bola est4 dada por la ecuacion h(x) = —0,05x% + 1,05x + 5, donde x es la distancia que la bola ha viajado
horizontalmente y h es la altura sobre el nivel del suelo, ambas medidas en pies. ¢ Cual es el dominio de esta
funcién? es decir ¢ para qué valores de x tiene sentido el problema?

2B

L

Respuesta
Teniendo en cuenta que la distancia es positiva y que la trayectoria de la bola va a estar dada por la ecuacién

de h(x) mientras ésta se mantenga en el aire, concluimos que los valores de x para los cuales el problema
tiene sentido son los que se encuentran entre 0y su raiz positiva, es decir: [0; 25 ].

Para comprender completamente lo antes dicho, mostraremos la representacién gréfica de la funcion h(x)
teniendo en cuenta los distintos dominios.

10 h(:]j) h(.li)

Domh =R Dom h = [0; 25]

< RANGO O IMAGEN DE UNA FUNCION

La imagen de una funcidn f es el conjunto de nimeros reales formados por los valores que toma la variable
dependiente y. Lo denotamos Im f.

Ejemplo 4
A partir de los graficos de funciones dados en el ejemplo 1, determinar el conjunto imagen de cada una.
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Respuesta
a) Imf = (—o;0)U[l;+m)
b) Img =1[0;+w)

Considere las siguientes situaciones problematicas en las que aparecen distintos ejemplos de funciones y
aplique lo antes definido:

Situacidn problemadtica 1: Temperaturas media anual

Se tomaron notas de las temperaturas en la ciudad de Comodoro Rivadavia desde el afio 2008 hasta el 2014.
Las temperaturas medias obtenidas se visualizan en la siguiente tabla

Afo 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014
Temperatura 13,6 13,5 13,2 13,6 13,3 13,5 13,4
media en C

Fuente: Centro meteoroldgico nacional
a) ¢éQué variables intervienen?
b) ¢Cual es la variable dependiente? ¢Y la variable independiente?
c) ¢éCudl es el dominio de esta funcién?
d) Indicar el conjunto imagen.
e) ¢Cudl es latemperatura media obtenida en 2011? éen algun otro afio se registrd la misma
temperatura media? En caso afirmativo, indicar el/ los afios.

SABIAS,

La escala centigrada (simbolo °C) o también conocida
como escala de Celsius es la unidad creada en el afio 1742 por el fisico y astrénomo
sueco Andrés Celsius para medir la temperatura. Celsius propuso que la temperatura
0 °C coincidiera con el punto de congelacion del agua mientras que la temperatura
de 100°C equivaliera a la temperatura de ebullicién del agua a nivel del mar.

La escala de Celsius es muy utilizada para expresar las temperaturas de uso
cotidiano, desde la temperatura del aire a la de dispositivos domésticos (hornos,
refrigeradores, etc.). También se emplea en trabajos cientificos y tecnoldgicos,
aunque en muchos casos resulta obligado el uso de la escala de Kelvin, la cual es
equivalente a la Celsius. Dependiendo de la parte del mundo en donde vivamos,
utilizamos sistemas de medicion diferente. Los que hablamos castellano
generalmente utilizamos el sistema métrico, y medimos la temperatura en grados
Celsius. Pero no siempre es asi, en algunos paises de América Central y el Caribe (de
habla hispana), puede que se utilice el sistema inglés, o combinaciones de ambos
sistemas. Hay paises en donde las distancias se miden en metros, pero para pesar
utilizan libras y onzas. Lo mismo sucede con la temperatura.
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Situacidn problematica 2. Velocidad a la que circula un objeto

Cuando se desea averiguar la rapidez con la que se mueve un objeto se calcula la velocidad. La velocidad es la
relacidn que se establece entre el espacio o la distancia que recorre un objeto y el tiempo que invierte en ello.
La férmula que permite obtener la velocidad media de ese objeto es el cociente:

espacio recorrido
tiempo transcurrido

Velocidad media =

, e . . . .
En simbolos es: v = p donde e es el espacio recorrido y t el tiempo empleado en recorrerlo. La unidad de la

velocidad, en el Sistema Internacional de Unidades, es el metro por segundo — v peroen lo cotidiano se

.. km
iliza—.
utiliza 7

Observe la siguiente imagen:

En la imagen vemos que el ciclista recorrié 2 metros en 1 segundo; 4 metros en 2 segundos y finalmente 6
metros en 3 segundos. Para determinar la velocidad media del ciclista dividimos el espacio recorrido por el

tiempo transcurrido. Luego la velocidad del ciclista es 2 %

(Esta situacion se supone en condiciones éptimas es decir que no acelerd, no frend y no se detuvo en ningin
momento del trayecto)Supongamos que un automovil se desplaza a velocidad constante, v = 40 km/h. Con
esta informacién podriamos determinar el espacio recorrido en distintos intervalos de tiempo utilizando la
formula e = .t ¢podrias explicar cbmo se obtuvo esta formula?

Los riesgos de accidentes aumentan con el incremento de la velocidad porque a mayor velocidad se reduce la capacidad
de reaccion y aumenten, por el contrario, las exigencias. Cuanto mayor sea la velocidad, mayor serd la distancia de
frenado, mayor la distancia de seguridad, mayor la separacion que se debe mantener entre vehiculos, etcétera. En la
distancia de detencion o de sequridad intervienen dos factores: el tiempo de reaccion (T.R.) y la distancia de frenado
(D.F.). El tiempo de reaccion es el que transcurre desde que el conductor se da cuenta de que debe frenar hasta el
momento en que aplica el freno. En un conductor normal, este tiempo es de alrededor de 1 sequndo, pero aumenta
considerablemente por efecto de la fatiga, o por el consumo de alcohol o drogas. La distancia de frenado es el espacio
que recorre un vehiculo desde que empieza a actuar el sistema de frenado hasta que se detiene por completo. Depende de
factores como la velocidad del vehiculo, la calidad y el tipo de pavimento, el estado de los frenos, el de los neumdticos y el
de la suspension, asi como las condiciones meteoroldgicas y de la experiencia del conductor.

En cuanto a la distancia de separacidn entre vehiculos que circulan uno detrds del otro, se considera que la aplicacién de
la regla de los “dos segundos” es garantia suficiente. Es decir, pasar por un punto de una autopista 2 sequndos después
que el vehiculo precedente, en condiciones normales del estado del pavimento y del vehiculo, basta para detenerlo sin
colisionar
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Situacién problematica 3

Con una chapa cuadrada de 60 cm de lado hay que armar cajas (sin tapas) y, para ello, se recortara en cada

esquina un cuadradito de lado x.
a) ¢éQué variables se relacionan?

b) ¢Cual es la variable dependiente? ¢Y la variable independiente?
c) Expresarelvolumen V de la caja como funcidn de x.

Situacidn problemdtica 4 La tarifa del correo argentino

La tarifa que se paga para enviar una carta simple dentro de la Argentina varia de acuerdo al peso de la
misma. La grafica siguiente nos informa los precios segln el peso de la carta.

Costoen $

14|

o

340 dsg 380 400 420 | 440 450 | 430 s00 820 | 540 85

Pesoeng

Observe el grafico y responda:

a) ¢éQué variables se relacionan?

FUENTE: Correo Argentino-2015

b) Indique cudl es la variable independiente y la variable dependiente

c) ¢Cudl es el conjunto Dominio? ¢Y el Conjunto Imagen?

d) Determine el costo de envio de una carta cuyo peso es de 60 gramos.

e) Siel envio de una carta cuesta $13, ¢Cudl es el peso la carta?

Situacién problematica 5

Se denomina diagrama sagital al que se construye para representar relaciones entre dos conjuntos (linea
curva cerrada que contiene sus elementos y que se conocen con el nombre de diagramas de Venn). Los

elementos que se relacionan se unen a través de una flecha.

En el siguiente diagrama sagital se representa la siguiente relacion:
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R(x; y) = “x es una ciudad de y”.

s
A —_B
E .5:; el ,ﬁ 0. N eg>\\
ElBolsén (" Cordoba uJ
»
Tie'ew (;h ubut /

a) ¢éQué variables se relacionan?
b) Indique cudl es la variable independiente y la variable dependiente
c) ¢éCual es el conjunto Dominio? ¢Y el Conjunto Imagen?

< DISTINTAS FORMAS DE REPRESENTAR UNA FUNCION

Como vimos en las distintas situaciones, una funcién se puede expresar y representar a través de cuatro
formas distintas:

v' Usando una tabla de valores

Cuando se representa una funcion mediante una tabla, se puede observar en la primera columna los
elementos del dominio (valores que toma la variable independiente) y en la segunda columna, los elementos
de laimagen (valores que toma la variable dependiente). En esta forma de representacidn, la correspondencia
de cada elemento con su imagen se observa en cada fila de la tabla.

A partir de la tabla presentada en la situacion problematica 1, podemos obtener la siguiente informacion:

e la definicion de la funcién coloquialmente, “la funcidn asigna a cada afio entre 2008 y 2014, la
temperatura media medida en grados centigrados en la ciudad de Comodoro Rivadavia.

e Variable independiente x: tiempo en afos

e Variable dependiente y: temperatura media anual en Comodoro Rivadavia.

e Conjunto Dominio de la funcién: {2008 ; 2009 ; 2010 ; 2011 ; 2012; 2013 ; 2014}
e Conjunto Imagen de la funcién: {13,6; 13,5; 13,2 ; 13,3 ; 13,5; 13,4}

e Laimagen del nimero 2013 es 13,5; es decir f(2013) = 13,5

e En el afo 2008 se registrd la misma temperatura media anual que en el afio 2011.
e Enelafo 2010 se registrd la menor temperatura media anual.

Las tablas presentan la informacién en poco espacio y con comodidad de lectura, pudiendo observarse
rapidamente la imagen de cada elemento; pero no son adecuadas para observar tendencias si hay muchos
elementos en el dominio.
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v'  Graficamente.

Podemos representar una funcién en un sistema de coordenadas cartesianas, en el eje horizontal o eje x (eje
de las abscisas), se representa la variable independiente, y en el eje vertical o eje y (eje de ordenadas) la
variable dependiente.

De esta manera, cada elemento del dominio y su correspondiente imagen se pueden expresar mediante un
punto de coordenadas (x ; f(x)) en el plano.

El grafico de una funcién f estd formado por todos los pares ordenados (x ;f(x)) =(x;y).

Si un punto (x ; y) pertenece a la grafica de la funcién entonces se dice que y es la imagen de xy que x es la
preimagen de y.

Es facil hallar imagenes y pre imagenes viendo la grafica de la relacién funcional. La primera variable x que
pertenece al dominio se visualiza en el eje de las abscisas y su respectiva imagen se visualiza en el eje y.

En la situacion problematica 4 presentada al comienzo del mddulo podemos definir la funcidn
coloquialmente, “la funcidn asigna a cada peso de una carta el costo para ser enviada dentro del a Argentina”

e Lasvariables que se relacionan por esta funcion son:
variable independiente x: peso en gramos
variable dependiente y: tarifa en pesos

e El conjunto Dominio de la funcién es: Dom f = (0; 500]

e El conjunto Imagen de la funcién es: Imf = {4,50; 8; 13}

e laimagendex = 60esy = 8, es decir que el costo de enviar una carta cuyo peso es de 60 gramos
es de $ 8. En simbolos: f(60) = 8

e Llapreimagendey = 13 esx = 160 pero también lo son x = 230,x = 420,x = 500. Es decir que
las preimagenes de y = 13 corresponden a los valores del intervalo (150 ; 500].
Pagaran $13 todas las cartas cuyo peso varie entre 150 y 500 gramos.

Observacion:
Recordamos que, por tratarse de una funcidn, cada valor de x sélo puede tener una imagen, aunque puede
ser preimagen de mas de un valor de y.

Coloquialmente: a través de una descripcion con palabras. En la situacion problematica 3 las variables que se
relacionan son la longitud del cuadradito de lado x y el volumen de la caja que queda armada.

Para entender mejor el problema observemos la siguiente secuencia de dibujos donde se visualiza el armado
de la caja a partir de la chapa cuadrada.
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Dibujemos un cuadrado que represente la chapa de 60 cm de lado.

60 cm
Fommmmmm=== —+
I
— S
Dibujamos en cada esquina de la chapa un
cuadradito de lado x.
+ B
T | —I T €
} . +
+ -+ ===t
60 cm
Fommmmmmm== —+

Recortamos los 4 cuadraditos antes dibujados.

Plegamos la chapa y queda armada la
PR Sl - caja.

ot
A}
Ay

Las dimensiones de la caja son: x cm de alto; 60 — 2x cm de anchoy 60 — 2x cm de largo (o profundidad).

Por lo tanto, el volumen de la caja en funcidn del cuadradito de lado x es:

V(x) =x.(60—2x).(60—2x)

v" Diagrama Sagital:

En ésta forma de representacion, la funcion se visualiza mediante dos diagramas de Venn, en el que se
pueden observar los conjuntos Dominio e Imagen y la correspondencia entre los elementos de ambos
conjuntos.

A partir del diagrama sagital de la situacidon problematica 5 que representa la relacién funcional
R(x; y) = “xesunaciudad de y’, podemos obtener:

e Dom f = {El Bolsdn; Trelew; Copacabana; Esquel}
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e Img f ={Rio Negro, Chubut; Catamarca}

e Lasvariables que se relacionan son:
variable independiente x: ciudades argentinas
variable dependiente y: provincias argentinas

Ventajas: el diagrama permite observar rapidamente la imagen de cada elemento. Desventajas: no es
adecuado para representar funciones cuando el dominio o la imagen de la misma son conjuntos con muchos o
infinitos elementos.

v"  Algebraicamente: por medio de una férmula explicita que relacione la variable dependiente e
independiente

Retomando la situacién problematica 2 podemos decir que la funcidn que permite obtener el espacio
recorrido en distintos intervalos de tiempo suponiendo que un vehiculo se desplaza a velocidad constante de
v = 40 km/h., es e(t) = 40.t

Las variables relacionadas son: espacio recorrido y tiempo transcurrido

El espacio recorrido depende del tiempo transcurrido y a cada valor de la variable tiempo le corresponde un
Unico valor de la variable espacio.

Conocer la férmula de la funcidén nos permite:

v" Encontrar facilmente la imagen de cualquier elemento, por ejemplo si deseamos calcular el espacio
gue el vehiculo recorrié en dos horas, hacemos:
e(2) = 40.2 km, esto es
e(2) =80 km , decimos que 80 km es laimagen de 2 horas.

Para hallar la imagen de cualquier valor del dominio simplemente hay que sustituir la variable independiente
por el valor dado y realizar la operacion.

v Indicar de quien es imagen cualquier elemento,( es decir hallar la pre imagen) por ejemplo si
deseamos averiguar cuanto tiempo tardé el vehiculo en recorrer 300 km hacemos:
e (t) =300 km
40.t = 300 km, despejando t tenemos que
t = 7.5 horas, decimos que 7.5 horas es la pre imagen de 300 km

Analicemos otro ejemplo. La funcién definida por la formula: g(x) = %

¢ Para cada valor real de la variable independiente x, excepto parax = 0 (recordar: no se puede dividir por
cero!) asigna como imagen su inverso;

¢ El dominio de la funciéones Domg = R - {0}
e laimagendex =2es g(2) = %, también g(10) = 1—100 por ejemplo g(—34) = —3—14;

e La pre imagen del nimero 18 es %ya que: f (x) = 18 entonces,% = 18 es decir x = 1—18.

(0 Una parte importante del trabajo
matematico consiste en ‘“traducir’,
pasar de unas formas de
representacion a otras, y elegir la que
facilita la comprension de una situacion
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Una funcién simple se puede representar por las cinco formas antes mencionadas, y suele ser util ir de una
representacion a otra para comprender mejor la funcién.

Resumimos esto en el siguiente diagrama:

TAEBLA NUMERICA COLOQUIALMENTE

A ol | ol il | i i | ardd a4

Através de una descripcion
Tarvgaranrs L R Pl EET iRd | RS 184 con palabras

G
y

GRAFICAMENTE
DIAGRAMA SAGITAL 7
A ! B
_.f S e ALGEBRAICAMENTE N
|'I. H-.:--:n 1 Lot
| e ahetns Através de unaformula
\goreien Catamarcy explicita que relacione |a variable
— dependiente e independiente
g
V=-
t

¢Coémo determinar si un grafico representa una funcion?

+ PRUEBA DE LA RECTA VERTICAL

Para determinar si una curva en el plano representa la grafica de una funcidn de x se puede realizar la prueba
de la vertical. Esta prueba consiste en trazar rectas verticales que intercepten a la grafica.

Diremos que la curva representa a una funcidén de x si y solo si las rectas verticales trazadas interceptan a la
curva a lo sumo en un punto.

Es decir que, si todas las rectas verticales cortan una sola vez a la grafica, resulta que la grafica es una funcion.
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La grafica corresponde a una funcion de x

Si existe una recta vertical que corta a la grafica mas de una vez, no es funcién.

y

A

h

La grafica no corresponde a una funcion de x

Si la recta no corta a la grafica significa que el elemento del eje de las abscisas por donde pasa la recta vertical

no pertenece al dominio.

¢+ INTERSECCION CON LOS EJES CARTESIANOS

Es importante y resulta muy util al momento de realizar la representacion grafica de una funcion determinar,

si existen, la interseccidn de la gréfica con los ejes.

ORDENADA AL ORIGEN

4 Q(0: )

-
RAICES0 CEROS DE LA FUNCION
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Observemos que el punto donde la gréfica corta el eje de ordenadas o eje y es de la forma (0; £ (0)). Este
punto se llama ordenada al origen.

Si el cero estd en el dominio de la funcién, entonces hay punto de corte con el eje de ordenadas y éste es
Unico. ¢Por qué es Unico? ¢{Puede una funcidn tener mas de una ordenada al origen? ¢Por qué?

Para encontrar analiticamente la ordenada al origen se sustituye x por cero en la expresion de la funciény se

calcula y.

De la misma manera, el punto (o los puntos) de interseccidn de la funcidn con el eje de abscisas, si existen,
son de la forma (x ,0), donde x, es la pre imagen (o pre imagenes) de cero. Es decir, son los valores del
dominio cuya imagen es igual a cero. Estos puntos se llaman ceros o raices de la funcién. En simbolos:

x=a € Dom f,esuncerode la funcion < f(a) =0

Habrd punto de corte con el eje de abscisas si el cero pertenece al conjunto imagen de la funcién. En ese caso
puede suceder que haya mas de un punto de interseccion

Para encontrar analiticamente x, se sustituye y por cero en la expresion de la funcidn y se despeja x.

Ejemplo 5
Determinar, si existen, la interseccion de la grafica de las siguientes funciones con los ejes cartesianos a)

fx) = gx -1
Para encontrar el punto de interseccion del grafico de la funcidon con el eje de ordenadas, debemos encontrar
laimagen de O, es decir: f(0) = % 0-—-1

f(0)=-1

Por lo tanto la ordenada al origen de f(x) esiguala-1y el punto de interseccidn de la grafica con el eje y es
(0; =1).

Si queremos encontrar el punto de interseccién de la funcién con el eje de las x, debemos encontrar la
preimagen de 0, es decir el valor de x perteneciente al dominio tal que f(x) = 0

L2 . , 3
Planteamos la ecuacién 33X~ 1 =0,y despejando x obtenemos que la raiz de f(x) esx = b La

representacion grafica de f(x) es la recta gqe se muestra a continuacién:
-
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b) g(x)=x*>+4

Siguiendo el procedimiento anterior, obtenemos que el punto de interseccion del grafico de g(x) con el ejey

es (0; 4). Verificarlo

Para encontrar el o los puntos de interseccidn con el eje x, si existen, hacemos g(x) = 0

x2+4=0

x| = Vv—4 no tiene soluciénreal

Por lo tanto la funcién g(x) no posee raiz, es decir que su grafica no intercepta el eje x en ningin punto.

La representacion grafica de g(x) es:

g(z) =2t +4

La parabola no intercepta al eje x

¢+ FUNCIONES CRECIENTES, DECRECIENTES Y CONSTANTES

Consideremos el siguiente grafico:

Para evaluar la temperatura en cada tiempo t (en horas) de una cdmara en donde se guardaron semillas de

maiz se realizaron registros de la temperatura en 2C de la misma en forma continua desde las seis de la

mafiana de un dia y durante las primeras seis horas del dia siguiente.

f@)

T(°C) °]

5

t(hora)
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Para los registros de temperatura observamos cuatro situaciones bien diferentes en la evolucién de la
temperatura a medida que transcurre el tiempo:
v" Hasta dos horas antes de la medianoche, es decir - 6 < t < -2, la temperatura fue aumentando. ¢ Cudl
fue la maxima temperatura alcanzada®?.........ccccoceeveeeeeicieeeennee,

v" Luego, y hasta la medianoche, es decir, -2 < t < 0, la temperatura fue disminuyendo. ¢ Cuél fue la
minima temperatura alcanzada?........cccceeeeviiieii e

v" Entre la medianoche y la hora 1, es decir 0 < t < 1, la temperatura volvié a aumentar, hasta llegar a

v" A partir de la hora 1y hasta finalizar la observacion, es decir 1 < t < 6, se registré una temperatura
constante. éDe cudntos 2C fue ésta temperatura constante?.........ccccceeuuneennn.

Las anteriores observaciones se traducen en lenguaje matematico de la siguiente forma:

eparat € (— 6; —2) lafuncidn es creciente,
eparat € (— 2; 0) lafuncion es decreciente,
eparat € (0; 1) lafuncidn es creciente,
eparat € (1; 6) lafuncidn es constante.

En forma precisa se define:
e Una funcidn f se dice constante en un intervalo I € Dom f si,
paratodox € Iesf (x) = c donde cesunnumero real.

e Una funcidn f se dice creciente en un intervaloI S Dom f si:
paratodoxy,x, € Iconx; < x, implica f (x1) < f (x3).

e Una funcidn f se dice decreciente en un intervalol S Dom f si:
paratodo xy,x, € ITconx; < x,implica f (x1) > f (x3).

Funcion creciente 1 f(=z)

J(x)

Funcion decreciente

Si una funcidn es creciente en un intervalo su grafico “sube" a medida que se incrementan los valores de la
variable independiente;

Si una funcidn es decreciente en un intervalo su grafico "baja"” a medida que se incrementan los valores de la
variable independiente.

Si una funcidn es constante en un intervalo su grafico “no baja ni sube" a medida que se incrementan los
valores de la variable independiente.
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¥
Funcién constante
fl)=c
fl@1) = flx2) = flxs) = ¢
] ) )
] ) )
] ) )
] ) )
1] 4 1 1
] ) )
] ) )
] ) )
] ) )
] - ) )
] ) )
] ) )
1] 1 1
] ) )
: : : : + : : } : — : :
X
iy Lo Ts

< VALOR MAXIMO Y MINIMO DE UNA FUNCION

Observemos nuevamente el gréfico de la funcién f(t). La funcidn crece, decrece, crece y por ultimo es
constante. Los puntos donde f(t) deja de crecer para comenzar a decrecer o de decrecer para comenzar a
crecer son importantes en el analisis de las funciones. Estos puntos se llaman extremos relativos de la
funcién.

Reconocer en el grafico de una funcidon un maximo o minimo relativo es simple. El punto donde la funcién
deja de crecer para comenzar a decrecer se llama maximo relativo.

De manera analoga, el punto donde la funcidn deja de decrecer para comenzar a crecer se llama minimo
relativo.

Ejemplo 6

En éste grafico de la funcién f(x) se puede observar que la funcidn crece en el intervalo (—; 0) , luego
decrece en el intervalo (0 ; 1,25) vy finalmente en el intervalo (1,25 ; +) crece.

El punto A = (0; 2) es un maximo relativo porque es donde la funcidn deja de crecer para comenzar a
decrecer y el punto B = (1,25;—0,25) es un minimo relativo porque es donde la funcién deje de decrecer
para comenzar a crecer.

. f@)

crece

o
-
P
o
o

A continuacidn, daremos una definicién formal de maximo y minimo relativo.
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Sea D el dominio de una funcién f(x) ya € D,
e El punto (a; f(a)) es un maximo relativo de la funciénsi f(x) < f(a) para cualquier x cercano a a.

e El punto (a; f(a)) es un minimo relativo de la funciénsi f(a) < f(x) para cualquier x cercano a a.

< CONJUNTO DE POSITIVIDAD Y NEGATIVIDAD

Llamamos intervalo de positividad de una funcidn al subconjunto del dominio en el cual f es positiva, es
decir:

C*(f) ={x € Domf/f(x) >0}

Andlogamente, el intervalo de negatividad de f es el subconjunto del dominio donde la funcién es negativa,
es decir:

C~(f) ={x € Domf/f(x) <0}
Los valores de x que determinan éstos conjuntos son las raices de la funcién.

Ejemplo 7

Consideremos el gréfico de la funcidn anterior.

El intervalo de positividad de la funcién es: (—0,6;1) U (1,6 ; +0) y el intervalo de negatividad es:
(—0;-0,6) U (1;1,6)

-] es

+» FUNCIONES DEFINIDA A TROZOS O POR PARTES

En matemdticas, una funcién definida a trozos (también conocida como funcién por partes) es una funcion
cuya definicién (la regla que define la dependencia), cambia dependiendo del valor de la variable
independiente, es decir, que su regla de definicion incluye mas de una férmula dada en conjuntos disjuntos
de su dominio (conocidos como subdominios). éPor qué deben ser éstos conjuntos disjuntos?
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Ejemplo 8:
Consideremos la siguiente funcion g(x) definida a trozos:

(x)={ x?, six<0
9 x+1, six>0

No son dos funciones, sino una funcién en la cual la regla que la define se da en dos partes o trozos (puede
estar definida en mas de dos partes). En este caso, una parte de la funcidn esta definida para los nimeros
reales negativos junto con el cero y la otra parte de g(x) esta definida para los nimeros positivos. De esta
manera si quisiéramos calcular la imagen de x = —2, es decir g(—2), debemos usar la regla x2:

9(-2) = (-2)* = 4

De manera similar si deseariamos averiguar el valor de g(3), como x = 3 es positivo usamos la regla x + 1:
gB3)=3+1=4

La representacion grafica de g(x) es:

l
ACTIVIDADES

EJERCICIO 1

Determina cudl de las siguientes curvas representan la grafica de una funcién de x. Justifica tu respuesta.

a) b) c) d)

¥: ¥ ¥

A Rk

S -

—34

s
&j
E
— ]
=
—
=
=]
—
L
H

EJERCICIO 2
Determina el maximo dominio de las siguientes funciones.
3
a) f(x) =5

x2—-49
b) g(x)=+v2—-3x
c) y=05x—-2
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EJERCICIO 3
Expresa las siguientes reglas en notacion de funcion.
a) Eldoble delasumaentrexy5.
b) Laraiz cuadrada de la suma entre la séptima parte de x y 4.
c) Elcuadrado de la diferencia entre x y 3.
d) Ladiferencia entre el cuadrado de x y 3.

EJERCICIO 4
En base a la siguiente tabla que muestra la estatura promedio de los adolescentes con relacién a su edad.

Edad en afios (t) 11 12 13 14 15 16

Estatura promedio en cm (h) 140 147 153 158 162 165

Conteste las siguientes cuestiones:

a) ¢Cuanto cambia la estatura de los adolescentes de los 11 a los 12 afios?
b) ¢ Cudnto cambia la estatura de los adolescentes de los 12 a los 13 afios?
c) éCudnto cambia la estatura de los adolescentes de los 14 a los 16 afios?
d) éEn qué par de edades consecutivas el cambio de estatura es mayor?

e) éEn qué par de edades consecutivas el cambio de estatura es menor?

f) éEl cambio de la estatura promedio por afo es constante o variable?

EJERCICIO 5
Se coloca en el fuego una olla con agua a 10 grados centigrados (10 2C). La temperatura del agua va
aumentando 15 9C cada minuto, hasta llegar a hervir (100 2C) y se mantiene hirviendo (en 100 C) hasta que
la retiran del fuego, 11 minutos después de haberla colocado.

a) Realiza un grafico que represente la temperatura del agua descripta en funcion del tiempo.

b) ¢Qué temperatura tiene el agua 1 minuto después de estar en el fuego?

c) ¢éYalos 3 minutos?

d) ¢Cuantos minutos tarda en llegar a hervir?

e) ¢Cuanto tiempo sigue hirviendo?

f)  éEn qué momento alcanzé los 40 2C?

g) ¢éllegd en algin momento a los 120 eC?

EJERCICIO 6

Si f(x) = 2x? + 3x — 1, evalua:
a) f(0)=
b) f(-1)=

o (5)=
d) f(a) =

e) flat+h) =
f@- fla+h) _
f) Lo =

EJERCICIO 7

Un astronauta pesa 60 kg. Cuando se encuentra a h millas de la Tierra, su peso se expresa mediante la
siguiente funcidn:

3960 )2

p(h) = 60. (3960 Y h

Responda:
a) ¢Cudl es el peso del astronauta cuando se encuentra a 100 millas de la Tierra?
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b) Construya una tabla de valores en la que se observe la variacién del peso del astronauta cuando la
altura va de 0 a 500 millas.

c) ¢éQué sucede a medida que la distancia desde la Tierra aumenta?

d) ¢Para qué valores de h tiene sentido la funcién?

e) Ubica los puntos obtenidos en el inciso b) en un sistema de ejes cartesianos.

EJERCICIO 8
Con una lamina rectangular de 40 x 30 cm. queremos hacer una caja como muestra la figura:

X X

a) Busca la expresion del volumen de la caja en funcion de x.
b) ¢Cual es el dominio?
c) Realice un grafico aproximado a partir de una tabla de valores.

EJERCICIO 9
Hacemos una excursion en bicicleta a un bosque que estad a 44 Km. de nuestro pueblo. Para llegar hay que
seguir un itinerario con subidas y bajadas.

ITINERARIO {PERFIL DEL TAAYECTD)

BOSOUE _ e
40+
30
HONDONADA
20
A,

CORMEMES, L8 CUESTA

PUEBLO
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Mirando las graficas, contesta las siguientes preguntas:

1. ¢Qué significa cada cuadradito en el eje horizontal de la grafica tiempo-espacio? ¢Y en el eje vertical?

2. ¢A qué hora salimos?
3.
tiempo tardamos en subirla?
4. ¢Cudantos Km. hay de bajada? ¢Qué tiempo se tarda?
5.
6. ¢Cudnto tiempo estamos descansando en el bosque?
7.
deberse la diferencia?
EJERCICIO 10

¢Qué distancia hay desde la hondonada hasta el bosque? ¢ Cuanto tardamos en recorrerla?

¢Cudantos Km. hay, aproximadamente, desde el comienzo de la primera cuesta hasta la cima? ¢ Cudnto

¢Cudnto tardamos en ir del pueblo al bosque? ¢Y del bosque al pueblo? ¢ A qué crees que puede

La altura que alcanza una pelota arrojada hacia arriba en funcién del tiempo se representa mediante la grafica

siguiente: =

¢ |ALTURA (m)

3 4

a) ¢Cual es lavariable independiente y cudl es la variable dependiente?

b) ¢Cual es la altura maxima y en qué tiempo ocurre?
c) ¢éEn quéintervalo de tiempo la funcién crece y en cual decrece?

d) ¢Cudl es el dominio y laimagen de la funcidn representada en el grafico?

EJERCICIO 11
Se proporciona las siguientes graficas de f y g:
a) Dalosvaloresde f(—4)y g(3)

b) ¢Para cudles valores de x se tiene que f(x) = g(x)?
c) Estima la solucion de la ecuacion f(x) = —1

g/

d) ¢En qué intervalo la funcion f es decreciente? \ ' K e ‘\‘
e) Da el dominioy laimagende f. 4 ! 2 N A
f) Daeldominioylaimagende g. | f !
E | [ |
EJERCICIO 12 B
a) Completa las siguientes tablas:
D f(x)=2.(x—1)?
x f(x) (x; f(0))
-1,25
0
1
2,5
3
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i) gx)=|2x+3|

x g(x) (x; g(x))
-3
1,5
-2,5
0
1

b) Ubica, en cada caso, los puntos obtenidos en un sistema de ejes cartesianos.

EJERCICIO 13
Expresa las siguientes funciones coloquialmente.

a) f(x)= x: b) g(x) = 0,5+ x c) h(x) = (x —1)2

3

EJERCICIO 14
Evalua la funcidn definida por partes en los valores indicados:

o x? six<0
2) f(x)_{\/x+1 six>0
f(=2) = f(=1) =, f(0) =, f(2) =, f9) =

3 six<-—1
b) g(x) =1 vx+2 si—1<x<4
2x—13 six =4
9(=2,3) = g(=1) = g(0) =, g4) =, 9(5,2) =
EJERCICIO 15

En el siguiente grafico se muestra la distancia que recorre un estudiante en su camino habitual de 10 minutos
a la escuela. Describe verbalmente las caracteristicas del recorrido del estudiante a la escuela.

Distancia (en millas)

0,00 2 4 6 8 10
Tiempo (en minutos)
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+ TRANSFORMACIONES DE FUNCIONES

Observemos la siguiente familia de graficas. Al comparar la gréfica de f(x) = x2 con las restantes parabolas

vemos que tienen la misma forma.

Cada una de las gréficas anteriores es una trasformacién de la gréfica de f(x) = x?2 . Los tres tipos bésicos de
trasformaciones ilustradas por estas pardbolas son las traslaciones verticales, las traslaciones horizontales y

las reflexiones. Por ejemplo, si consideramos que f(x) = x? es la funcién original, las transformaciones

mostradas pueden representarse por medio de las siguientes ecuaciones:

y=f(kx)-3 Traslacion vertical de 3 unidades hacia abajo.

y=f(x+4,5) Traslacion horizontal de 4,5 unidades hacia la izquierda.

y=—f(x) Reflexion respecto al eje x.

y=f(x—-5)+2 Traslacion de 5 unidades hacia la derecha y traslacion vertical de 2 unidades hacia
arriba.

Las transformaciones las podemos resumir en la siguiente tabla:

TIPOS BASICOS DE TRASFORMACIONES (c>0)
Grafica original y = f(x)
Traslacion horizontal de c unidades hacia la derecha y=f(x—c)
Traslacion horizontal de c unidades hacia la izquierda y=f(x+c)
Traslacion vertical de c unidades hacia abajo y=f(x)—c
Traslacion vertical de c unidades hacia arriba y=f(x)+c
Reflexion respecto al eje x y=—f(x)
Reflexion respecto al eje y y = f(—x)
Reflexion respecto al origen de coordenadas y=—f(—x)
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La importancia en reconocer las transformaciones es facilitar el trabajo al momento de representar
graficamente nuevas funciones.

SIMETRIA

Algunas funciones poseen la caracteristica de simetria. Esta caracteristica es un aliado ya que facilita su
representacion grafica. Las funciones pueden presentar 2 tipos de simetrias.

» Simetria par o funcién par:
Diremos que una funcién f es par si su grafica es simétrica respecto del eje Y. Analiticamente, se cumple que
para cualquier x de su dominio se verifica que f(x) = f(—x)
Es decir, que cada x y su opuesto - x poseen la misma imagen. Si se dobla la hoja a lo largo del eje y, se
verifica que las ramas de la grafica coinciden.

Ejemplo 7:
Esta funcion es par ya que es simétrica respecto al eje y.

- - — = == =

|
]
w

» Simetria impar o funcién impar:
Diremos que una funcién f es impar si su grafica es simétrica respecto al origen de coordenadas.
Analiticamente, se cumple que para cualquier x de su dominio se verifica que f(x) = —f(—x).
Es decir, que cada x y su opuesto — x poseen imagen opuesta.

~-¢ f—=) fx) = —f(—=)
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EJERCICIO 16
Una funcién ftiene el dominio [—5; 5] y se muestra una parte de su gréfica.

a) Complete la grafica de f si se sabe que ésta es par.

VA

=1
!
i
|
|
i
|

|
n

If
O: 5 X

b) Complete la grafica de f si se sabe que ésta es impar.

.\. A

i i i

| /, oo

|

e O: 5 X
EJERCICIO 17
a) Siel punto (5;6) esta sobre la grafica de una funcion par, ¢ Cudl otro punto debe estar también sobre
la grafica?

b) Siel punto (5 ;6) esta sobre la grafica de una funcién impar, ¢ Cudl otro punto debe estar también
sobre la gréfica?

EJERCICIO 18
Lee las siguientes afirmaciones y escribe V (verdadero) o F (falso), teniendo en cuenta el grafico de la funcidn

g(x):

a) Lafuncién g(x) crece en el stz) *

intervalo (—00;2)..uuue.e..
b) La funcién tiene un maximo

c) Enelintervalo (—2;+4) la

funcion g(x) es decreciente............ D

d) Lafuncién g(x) decrece en
el intervalo (—3 ; 4+ ) ....ccc...... 1
e) Lafuncidn crece en el intervalo
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EJERCICIO 19
Lee y responde las siguientes preguntas. Explica las respuestas:

a) Sielintervalo de crecimiento de una funcién f es (— ; 4) entonces, éla funcién decrece en el
intervalo (4 ; +o0)?

b) Sielintervalo de decrecimiento de una funcién es (—o ; —3,5) y el de crecimiento es (—3,5 ; + ),
entonces en el punto de abscisa -3,5 la funcién ¢ posee un minimo relativo?

EJERCICIO 20
a) Realiza un grafico de una funcién h que cumpla con las siguientes caracteristicas.
*h:R > R * Im h: (—o0; 3) xCt=(-2;1) * C7 = (—00;=2) U (1; +o0)
* Intervalo de crecimiento = (—o;—1) = Intervalo de decrecimiento = (—1;+0)

b) Responde teniendo en cuenta lo realizado en el inciso anterior:
i ¢Cudl es el maximo de la funcidn?
ji. ¢Cudl es la ordenada al origen?
jii. ¢Cudntas raices tiene h(x)? écudles son?

EJERCICIO 21
Teniendo en cuenta el siguiente grafico donde f : R = R, marca con una cruz la opcién correcta.

a) Elintervalo de crecimiento de f(x) es:

02U (42 () (o -2u©2) () %-2u@©2) (O =2 O

b) Elintervalo de decrecimiento def (x) es:

Czou2 () zouete) (O Czro () zn O

c) Teniendo en cuenta la simetria, f(x) es:

Par O Impar O Sin paridad O
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d) El conjunto imagen es:
R Q R} O R™ O Ry O
e) ¢Cudl es el conjunto de negatividad?

R (O R§ (D O kO

f) éCual o cudles son los maximos?

20 (O UEOIED 0 -2) (O

g) Laimagen de x = —1 es aproximadamente igual a:

1,5 O 2 O -2,25 O

EJERCICIO 22

R- (=22} (O

R—(-223 ()

20
3 O

Observa los siguientes graficos e indica, en cada caso, la informacién requerida.

vh vh VA
AL AN R '
AR WA an

- VA > - T /

44§ 2 0] I\ 4 b X 44 | 42 0 |N\D b X | < o
11 \ 5 Y EAED 4 | bx
s \I : e )

Y Y Y
Ord. al origen = :] Ord. al origen = :} Ord. al origen = :]
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EJERCICIO 23

En los paises anglosajones suelen usar la escala Fahrenheit para medir temperaturas. En esta escala el punto

de congelacién del agua se alcanza a los 3292F y el de ebullicion a los 2129F.

Nosotros usamos la escala Celsius en la que esos puntos se alcanzan a 02C y 1002C respectivamente.

La férmula que relaciona los grados Fahrenheit y los grados Centigrados es

5
t°C = 5. (t°F - 32),

¢A cudntos 2C equivalen 802F? ¢ A cuantos 2F equivalen 362C?
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EJERCICIO 24

Conocer la distancia a la que se encuentra una tormenta de un observador y saber ademas si se esta
aproximando o alejando es bastante sencillo: basta contar los segundos que transcurren desde que se
produce el relampago hasta que se escucha el trueno.

La diferencia de tiempo entre ambos fendmenos se debe a que, mientras la luz viaja a una velocidad de
300.000 kildmetros por segundo, el sonido lo hace a tan sélo 331 metros por segundo. Para calcular la
distancia en kildmetros aproximada a la que se halla una tormenta de nosotros, Unicamente hay que aplicar
la siguiente formula:
Distancia= N2 de segundos/3

Asi, si entre el reldmpago y el trueno existe un espacio de tiempo de seis segundos, esto quiere decir que la
tormenta esta a una distancia de dos kilémetros.

a) Traza la grafica de la funcién.

b) Silalongitud del intervalo del tiempo entre el rayo y el trueno es ahora de 8 segundos, équé tan

lejos esta el centro de la tormenta?

EJERCICIO 25
Las tarifas postales de Zedlandia estan en basadas en el peso de los paquetes (redondeado a gramos), como
se muestra en la tabla siguiente:

Peso (redondeado a gramos) Tarifa
Hasta 20 g 0,46 zeds
21g-50g 0,69 zeds
51g-100g 1,02 zeds
101g-200g 1,75 zeds
201g-350¢g 2,13 zeds
351g-500g 2,44 zeds
501 g-1000 g 3,20 zeds
1001 g-2000 g 4,27 zeds
2001 g-3000¢g 5,03 zeds

Responde:

a) ¢Cual de los siguientes graficos es la mejor representacion de las tarifas postales en Zedlandia? (El eje
horizontal muestra el peso en gramos, y el eje vertical muestra el costo en zeds.
Justifica tu respuesta.
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b) Juan quiere enviar a un amigo dos objetos que pesan 40 g y 80 g respectivamente.
Segun las tarifas postales de Zedlandia, decide si es mas barato enviar los dos objetos en un Unico paquete o
enviar los objetos en dos paquetes separados. Escribe tus cdlculos para hallar el coste en los dos casos

EJERCICIO 26

En una carrera de velocidad, el “tiempo de reaccidon” es el tiempo que transcurre entre el disparo de saliday
el instante en que el atleta abandona el taco de salida. El “tiempo final” incluye tanto el tiempo de reaccién
como el tiempo de carrera.

En la tabla siguiente figura el tiempo de reaccién y el tiempo final de 8 corredores en una carrera de velocidad
de 100 metros.

Calle Tiempo de reaccion (seg) Tiempo final (seg)

1 0,147 10,09

2 0,136 9,99

3 0,197 9,87

4 0,180 No acabd la carrera

5 0,210 10,17

6 0,216 10,04

7 0,174 10,08

8 0,193 10,13

Pregunta 1
Identifica a los corredores que ganaron las medallas de oro, plata y bronce en esta carrera. Completa la tabla
siguiente con su nimero de calle, su tiempo de reaccién y su tiempo final.
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Medalla Calle Tiempo de reaccidn (seg) Tiempo final (seg)

ORO

PLATA

BRONCE

Pregunta 2

Hasta la fecha, nadie ha sido capaz de reaccionar al disparo de salida en menos de 0,110 segundos.

Si el tiempo de reaccién registrado para un corredor es inferior a 0,110 segundos, se considera que se ha
producido una salida falsa porque el corredor tiene que haber salido antes de oir la sefial.

Si el tiempo de reaccién del corredor que ha ganado la medalla de bronce hubiera sido menor, ¢ podria haber
ganado la medalla de plata? Justifica tu respuesta.

EJERCICIO 27

-
o o~

.._—_l.
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El dibujo muestra las huellas de un hombre caminando en la arena. La longitud del paso P es la distancia
entre los extremos posteriores de dos huellas consecutivas.

P n . s .
Para los hombres, la férmula - = 140 da una relacién aproximada entre n y P donde:

n es el nimero de pasos por minuto, y
P es la longitud del paso en metros.

Pregunta 1
Si se aplica la férmula a la manera de caminar de Enrique y éste da 70 pasos por minuto, écudl es la longitud
del paso de Enrique? Muestra tus cdlculos.

Pregunta 2
Bernardo sabe que sus pasos son de 0,80 metros. El caminar de Bernardo se ajusta a la férmula. Calcula la
velocidad a la que anda Bernardo en metros por minuto y en kildmetros por hora. Muestra tus célculos.

EJERCICIO 28

Las infusiones intravenosas (goteo) se utilizan para administrar liquidos y farmacos a los pacientes.

Las enfermeras tienen que calcular la frecuencia de goteo G de las infusiones intravenosas en gotas por
minuto.

'
.. , v -
Utilizan la férmula G = 2% , donde v N
60.n M
j A)
r
\‘f‘_-‘ “ N \\q\ ;
& 2

g es el factor de goteo expresado en gotas por mililitro (ml)
v es el volumen de la infusiéon intravenosa en ml
n es el nimero de horas que ha de durar la infusién intravenosa. —
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Responde:
a) Unaenfermera quiere duplicar la duracién de una infusidn intravenosa.
Explica exactamente como varia G si se duplica n pero sin variar g y v.

b) Las enfermeras también tienen que calcular el volumen de la infusidon intravenosa, v, a partir de la
frecuencia de goteo, G.
Una infusidn intravenosa, con una frecuencia de goteo de 50 gotas por minuto, ha de administrarse a un
paciente durante 3 horas. El factor de goteo de esta infusion intravenosa es de 25 gotas por mililitro.
¢Cual es el volumen de la infusién intravenosa expresado en ml?

Volumen de la infusidn intravenosa: ...... ml
EJERCICIO 29
La estatura media de los chicos y las chicas de Holanda en 1998 estdn representadas en el siguiente grafico:
190
Alrara
(cm) | Estatura media de los chicos en 1998
180 7
i
170 yeedueeed  Estatirs mecis de las chicas en 1998
160
150 "
140
130 $

10 11 12 13 14 15 1 17 18 19 20 Edad

Pregunta 1 (Afios)

Desde 1980 la estatura media de las chicas de 20 afios ha aumentado 2,3 cm, hasta alcanzar los 170,6 cm.
¢Cudl era la estatura media de las chicas de 20 afios en 1980?

Respuesta: ...........cm

Pregunta 2
Explica cémo el grafico muestra que la tasa de crecimiento de la estatura media de las chicas disminuye a
partir de los 12 afios en adelante.

Pregunta 3
De acuerdo con el grafico anterior, éen qué periodo de la vida las chicas son, por término medio, mas altas
que los chicos de su misma edad?

EJERCICIO 30
Mohammed esta sentado en un columpio. Empieza a columpiarse. Esta intentando llegar tan alto como le sea

posible.

¢Cual de estos graficos representa mejor la altura de sus pies por encima del suelo mientras se columpia?
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EJERCICIO 31

Un depédsito de agua tiene la forma y dimensiones que se muestran en el dibujo.

-—1.0m—s

P ——
1.5m
¥y m—————
p
\ /
\ /
15m\ /
Y .'I
\ /
'\, ,-"l Depdsito
y \ de agua

Inicialmente el depdsito estd vacio. Después se llena con agua a razén de un litro por segundo.

Pregunta 1

¢Cudl de los graficos siguientes muestra la altura que alcanza la superficie del agua en la cisterna en funcion

i ?
del tlempo' Altura Altura Altura
./"
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EJERCICIO 32

Este grafico muestra cdmo varia la velocidad de un coche de carreras a lo largo de una pista llana de 3 km
durante su segunda vuelta.

Velocidad Velocidad de un coche de cameras a lo largo de una pesta de 3 km
{(kmi'h] (segunda vuelta)

180 4
160
140 -
120 1
100
ED T
EQ <
a0 -

i 115 1.5 25

0 02 04 0.E L.B 1.0 1.2 14 1.5 1.8 Z0 2.2 z4 ZE -} 3.0

= 2lids Distancia recormida en (a3 pista (km)

Pregunta 1
¢Cudl es la distancia aproximada desde la linea de salida hasta el comienzo del tramo recto mas largo que hay
en la pista?

A) 0,5 km.

B) 1,5km.

C) 2,3 km.

D) 2,6 km.

Pregunta 2
é¢Dénde alcanzo el coche la velocidad mds baja en la segunda vuelta?
A) Enlalinea de salida.
B) Aproximadamente en el km 0,8.
C) Aproximadamente en el km 1,3.
D) En el punto medio de la pista.

Pregunta 3
¢Qué se puede afirmar sobre la velocidad del coche entre el km 2,6 y el 2,8?
A) Lavelocidad del coche permanece constante.
B) Lavelocidad del coche aumenta.
C) Lavelocidad del coche disminuye.
D) Lavelocidad del coche no se puede hallar basandose en este grafico.

Pregunta 4
Aqui estan dibujadas cinco pistas:
¢En cudl de ellas se condujo el coche para producir el grafico de velocidad mostrado anteriormente?
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EJERCICIO 33

Monica fue a dar un paseo con su coche. Durante el paseo, un gato se cruzé delante del coche.
Monica frend de golpe y esquivé al gato.

Ligeramente afectada, Mdnica decidioé volver a casa.

El grafico siguiente es un registro simplificado de la velocidad del coche durante el paseo.

Paseo en coche
de Monica

72

60

Velocidad 48

km/h
( ) 36
N / \
12
0
9:00 9:04 9:08 9:12
Hora
Pregunta 1
¢Cudl fue la velocidad maxima del coche durante el paseo?
Velocidad maxima: ....ooeeveeeevvvveeeeviinneenn, km/h.
Pregunta 2
¢Qué hora era cuando Mdnica frend de golpe para evitar atropellar al gato?
Respuesta: ....cvveeeeiiiiiiiiin e
Pregunta 3

¢El camino de vuelta a casa de Mdnica fue mds corto que la distancia recorrida desde su casa al lugar donde
ocurrio el incidente con el gato? Da una explicacién que fundamente tu respuesta utilizando la informacién
que proporciona el grafico.
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FOUNCION LINEAL

Muchas situaciones de la realidad tienen un comportamiento que permite describirlas utilizando una funcién
lineal como modelo. Ejemplos de estas situaciones son:
v" distancia recorrida por un mévil sobre un camino recto con velocidad constante en funcién del
tiempo empleado (en fisica este movimiento se denomina rectilineo uniforme);
v~ la longitud de una circunferencia en funcién del radio;
v larelacidn entre la temperatura expresada en grados centigrados (2C) y la temperatura expresada en
grados Fahrenheit (2F);
v~ costo total de la factura del agua en funcién de los litros consumidos por mes en cada domicilio.

Analizaremos las caracteristicas de las funciones lineales y distintas formas de representarlas: tablas de
valores, graficos, formulas, etc.

Ademas, vincularemos problemas geométricos, tales como hallar la interseccion de dos rectas a través de la
resolucion de sistemas de ecuaciones y reconocer rectas paralelas y perpendiculares a través de sus
ecuaciones.

Antes de comenzar con el desarrollo tedrico del tema, presentaremos tres situaciones problematicas.

Le sugerimos que se relina en un grupo pequefio (o con su compafiero de banco) y que antes de comenzar a
intercambiar ideas, lea con detenimiento cada problema y tome unos minutos para pensar individualmente
su resolucion. Luego expongan dentro del grupo lo que analizaron y evalden cual es el procedimiento mas
eficaz en cada caso.

SITUACION PROBLEMATICA 1
En un depdsito hay 200 litros de agua, suponiendo que al quitar el tapdn éste se vacia a una velocidad
constante de 40 litros por minuto. Responde:
a) ¢Cuantos litros de agua queda en depdsito luego de 1 minuto de haber quitado el tapén? ¢y a los 2
minutos? ¢Y a los 3,57
b) ¢Cuanto tiempo tardara en vaciarse el depdsito?
c) Escribe una expresién que relacione la cantidad C de agua que queda en el depédsito en funcién del
tiempo transcurrido t.
d) Representa en un sistema de ejes cartesianos el conjunto de puntos obtenidos en los incisos
anteriores.
e) ¢Qué disposicion tienen los puntos graficados? ¢ Tiene sentido unir dichos puntos? éPor qué?
f) ¢éPara qué valores de t tiene sentido el problema? Es decir, ¢cudl es el conjunto Dominio de la
funcién?

SITUACION PROBLEMATICA 2

En los supermercados se disponen de balanzas en las cuales se puede teclear el precio por kilogramo de la
verdura que se pesa. Estas balanzas emiten un ticket donde se indica el precio total a pagar, correspondiente
a la cantidad de verdura pesada. En la siguiente tabla se presentan distintas cantidades pesadas de tomate y
el respectivo precio total para cada una de ellas:

Curso de Apoyo en Matematica

Peso (en kg) Costo ($)
0,5 15
1 30
2,5 75
3 90
4,75 142,5
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A partir de la informacién presentada en la tabla responde:
a) Indica las variables que se relacionan.
b) Escribe una expresidn que relacione el costo P en funcién del peso del tomate x .
c) ¢éQué beneficio tiene obtener una expresion que relaciones el costo P vy el peso del tomate x?
d) Representa en un sistema de ejes cartesianos las parejas de valores que relaciona la tabla.
e) ¢Se pueden unir los puntos representados en el inciso d)? épor qué?
f) éPara qué valores de x tiene sentido el problema?

SITUACION PROBLEMATICA 3
Ana sacé 6 fotocopias de los apuntes tedricos de la catedra Algebra y Geometria. Pagd por ellas $ 9. Al dia
siguiente sacd 10 fotocopias mas. Responde:

a) Indica las variables que se relacionan.

b) ¢Cuanto cuesta 1 fotocopia? éy 3? éCuanto deberd pagar exactamente por las 10 fotocopias?

c) ¢éCudntas fotocopias puede sacar con $18?

d) Escribe una expresion que relacione el costo P en funcion de la cantidad x de fotocopias.

g) Representa en un sistema de ejes cartesianos los puntos obtenidos en los incisos anteriores.

e) ¢Se pueden unir los puntos representados en el inciso g)? épor qué?

f) éPara qué valores de x tiene sentido el problema?

Respuesta:
SITUACION PROBLEMATICA 1

Antes de comenzar a resolver el ejercicio determinemos quienes son las variables que se relacionan. Estas
son el tiempo en minutos y la cantidad de agua que queda en el depdsito expresada en litros.
Es claro que el tiempo es la variable independiente y la cantidad de agua en el depdsito es la variable
dependiente.
Para responder el inciso a) realicemos el siguiente anlisis:
El depdsito contiene inicialmente 200 litros de agua, al quitar el tapdn comienza a vaciarse a una razén
constante de 40 litros por minuto, entonces,
e En 1 minuto el depdsito perdié 40. 1 litros, por lo tanto quedan 200 - 40.1 = 160 litros de agua
e Alos 2 minutos el depdsito perdio 40. 2 litros, por lo tanto quedan 200 - 40.2 = 120 litros de agua
e De manera analoga, decimos que a los 3,5 minutos el depdsito perdié 40. 3,5 y quedan en la pileta
200 - 40.3,5 = 60 litros
Esta informacidn la podemos disponer en una tabla de valores para poder visualizarla de una mejor manera.
Comenzamos escribiendo en la primear fila los nombres de las variables que intervienen, primero la variable
independiente y luego la variable dependiente: tiempo (minutos) y cantidad de agua en el depdsito (litros).
Como la cantidad inicial de agua en el depésito es de 200 litros, lo registramos escribiendo 0 en la primera
columnay 200 en la segunda columna. Dejamos filas vacias para que complete la tabla con otros pares de
valores que desee.

Tiempo ( minutos) Cantidad de agua en
el depdsito (litros)

0 200

1 160

2 120
3,5 60
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Una manera de determinar cudnto tiempo tardara en vaciarse el depdsito es hacerlo por tanteo, es decir,
probar con distintos valores hasta que la resta entre 200 y un multiplo de 40 sea igual a cero. Ese valor es 5.
Por lo tanto el depdsito tardd 5 minutos en vaciarse.
Luego de lo analizado, vimos que se puede calcular la cantidad de agua que pierde el depésito multiplicando
por 40 los minutos transcurridos después de retirar el tapdn. Y para determinar la cantidad de agua que
queda en la pileta se resta a los 200 litros la cantidad antes calculada.
Si llamamos t al tiempo transcurrido después de retirar el tapén y C a la cantidad de agua que queda en el
depdsito, una expresion que relaciona ambas variables es:

C(t) = 200 — 40.t

Como la variable independiente t representa tiempo, éste no puede ser negativo. Ademas el problema tiene
sentido hasta que la pileta queda sin agua, y esto sucede luego de 5 minutos después de haber sacado el
tapén. Por lo tanto el problema tiene sentido para t € [0; 5].

Graficamos en un sistema de ejes cartesianos las distintas parejas de puntos que se pueden leer de la tabla de
valores: (0;200) ; (1;160) ; (2;120) ; (3,5; 60)

Observamos que los puntos estan alineados y como el tiempo es continuo tiene sentido unir los puntos a
través de una porcion de recta.

cantidad de agus©|
en la pileta (litros)

200

1604

140

1204

1004

By

ET:!

2

[ 7 s
tiempo (minutos)

Respuesta:
SITUACION PROBLEMATICA 2

Las magnitudes (variables) que se relacionan son: el peso del tomate en kilogramos vy el costo en pesos. Es
claro que el costo depende de la cantidad de kg. de tomate que se compre. Llamemos x a la cantidad de
kilogramos de tomate y P(x) al costo de adquirir x kilogramos de tomate.

Observemos que: a igual diferencia de peso (sobre el eje x), se obtiene igual diferencia de precio a pagar
(sobre el eje y), es decir que el cambio en el costo del tomate es proporcional a la cantidad de kg. de tomate
que se compra. Esta “variacién constante” se puede expresar con razones o cocientes entre las respectivas
parejas de valores, pues las siguientes divisiones dan siempre el mismo resultado:

15 30 75 90 1425

0,5 1 2,5 3 4,75

30
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Esta razon se llama constante de proporcionalidad o proporcién.
Luego, la expresién que relaciona el costo P en funcién del peso del tomate x es:
P(x) =30.x

Estos registros se pueden representar graficamente de la siguiente manera:

costo ($) :
15[;
4 L ]
130
11[1:
9[]: ®
70) °
5[1:
3[]_ °®
1[1: e
] 1I 2I 3I 4| ;‘3' GI peso(kg) !

Es evidente que si no compramos tomates, no debemos pagar nada. Es decir, que si x = 0,

P(0) =30.0

P(0)=0
Por lo tanto el punto (0; 0) forma parte de la representacién grafica de esta funcion. Ubica este punto en el
grafico anterior.
Los puntos representados estan alineados y como la variable independiente representa peso se pueden unir
mediante una linea recta. Trace la semirrecta que une los puntos (jcuidado que el peso no puede ser
negativo!)

Respuesta:
SITUACION PROBLEMATICA 3

En esta situacidn, las variables que se relacionan son: la cantidad de fotocopias y el costo en pesos. Es claro

que el costo depende de la cantidad de fotocopias que Ana saque.
Y
C(x)

22
21
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Para determinar el costo de una fotocopia resolvemos la division $9 : 6 = $1,5. A partir de esto es sencillo
obtener el costo que debemos pagar por 3y 10 fotocopias. El costo serd $ 4,5y S 15 respectivamente.
Con $ 18 podemos sacar 12 fotocopias.

Llamemos x a la cantidad de fotocopias y C(x) al costo de adquirir x fotocopias, una expresién que relaciona
ambas variables es:

Cx)=15.x
En este caso no tiene sentido unir los puntos ya que la variable cantidad de fotocopias no es continua, es decir
no puedo sacar 2,5 fotocopias. Por lo tanto, la representacion grafica de esta funcién es una sucesion de
puntos alineados. El problema tiene sentido para los nimeros naturales.

% FUNCION LINEAL

Llamamos FUNCION LINEAL a toda funcién f : R — R cuya ecuacién es de la forma:

Notar que, escribiremos en
forma indistinta la funcion lineal
utilizando el nombre de la
misma f, o bien indicando
solamente el nombre de la
variable dependiente y.

fx)=mx+b 6 y=mx+b

donde m y b son nimeros reales, llamados parametros de la funcidn lineal.

v () )

N

PENDIENTE ORDENADA AL ORIGEN

El parametro m, de la funcién f (x) = m.x + b se llama pendiente de la recta e indica la inclinacién de ésta
y el parametro b, se llama ordenada al origen e indica el punto donde la recta intersecta al eje de las
ordenadas.

¥ El dominio de la funcién lineal f es el conjunto R de los nimeros reales.

v~ Larepresentacién grafica de una funcién lineal con dominio en R es siempre una recta no vertical, por
esta razdén con conocer solo dos puntos de la funcién alcanza para poder graficarla.
Si la variable independiente tiene alguna restriccidn, la representacidn grafica puede resultar una
semirrecta, un segmento o una sucesion de puntos alineados. En la situacién problematica 1, debido
a las restricciones antes mencionadas en su resolucién, la representacion gréfica es un segmento. En
la situacién problematica 2 es una semirrecta y en la situacidon problematica 3 es una sucesién puntos
aislados.

v" Unpunto P = (xq; yo) pertenece a la recta que representa a una funcién lineal de ecuacién
y = m.x + b siysodlosi sus coordenadas verifican: yo = m.x¢ + b. (Principio de la
geometria analitica)

¥” Siuna funcién lineal de laforma y = m.x + b tiene ordenada al origen igual a cero (b = 0) es
ademads una funcidén de proporcionalidad directa. Una funcidn es de proporcionalidad directa
cuando su férmula es del tipo y = m.x donde la pendiente m recibe el nombre de constante de
proporcion.
Su representacion grafica es una recta que pasa por el origen de coordenadas (0 ; 0). Un ejemplo de
este tipo de funcidn corresponde a la situacion problematica 2. Otros ejemplos son las funciones de
féormula: y = 2.x ; f(x) = —1,5.x. La representacion gréfica correspondiente a cada una de ellas
es:
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Observamos que en las graficas que representan funciones de proporcionalidad directa todos los puntos
de la recta estan alineados con el punto (0;0).

Toda funcidn lineal puede interpretarse como la suma de una funcion de proporcionalidad directa y una
constante.

PARAMETROS DE LA FUNCION LINEAL: ¢{Qué indica cada uno de ellos?

% ORDENADA AL ORIGEN

Recordando lo antes definido, el parametro b en la expresion de la funcién lineal f (x) = m.x + b se
llama ordenada al origen. Gréficamente, es |la ordenada del punto donde la recta intercepta al eje de las
ordenadas (eje y). Es el punto de coordenadas (0 ; b).

Analiticamente, es el valor que toma la funcién f (x) cuandox =0 :
fO =mO0+b
f(0) =b.
Es decir que el valor de b corresponde alaimagendex = 0.

v PENDIENTE DE UNA RECTA

Segun lo antes mencionado, la pendiente de una recta indica la inclinacién de la misma. Pero, ¢ Qué implica
esto? é¢Por qué es importante conocer la pendiente de una recta? ¢Se aplica en el mundo real? Aclararemos
este concepto.

La siguiente foto muestra a una persona que se dispone a construir un piso de concreto.
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Lo primero que debe hacer el albaiiil es lograr que la superficie esté completamente horizontal luego,
empieza a colocar el hormigén y finalmente si es necesario un revestimiento.

Cuando se construyen los techos de las casas es muy importante tener en cuenta la inclinacidn de éstos pues
la inclinacién permite lograr que el agua circule y escurra hacia la parte mas baja y evita que el agua quede
atrapada y ocasione con el tiempo filtraciones que arruinan la edificacion.

Por ello las construcciones de los techos de las casa deben tener al menos una minima inclinacién como se
observa en las siguientes imagenes.

Otras situaciones donde es importante tener en cuenta la pendiente o inclinacidn son en la construccién de
rutas, rampas o juegos infantiles como se observa en las imagenes.

Ahora la pregunta es: écdmo calculamos y disefiamos la pendiente de un techo o de un piso?
Para ello necesitamos un modo de medir la “inclinaciéon” de una recta.
La pendiente de una recta es el cociente entre la variacion vertical y la variacidn horizontal.

variaciéon vertical

pendiente de larecta = — -
variacion horizontal

Si de una funcidn lineal se sabe que f(x;) =y; vy f(x;) =y, , entonces su representacion grafica
contendrd a los puntos (x;; 1) vy (x3; y2).

Consideremos dos puntos cualquiera P; = (x1; y1) ¥ P, = (x5 ; y,) que pertenecen a una recta.
A la variacién que corresponde a los valores de y se la simboliza con Ay (“se lee delta y”) y a la variacién que

corresponde a los valores de x se la simboliza con Ax (“se lee delta x”).
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Py(xy:y0)

Ya— Y1 = Ay

2 &
Py(xy:1) L .
variacion vertical

Ty — ) = Ax

P —

variacion horizontal

ol
/ x) T3

i
4
3
I
I
i
i

DEFINICION DE PENDIENTE

La pendiente m de una recta no vertical que pasa por los puntos P; = (x1; ¥1) vy P, = (x3; y,) es:

Ay  y2— 1
m_—_—

siempre que x; ¥ X 1
Ax . X, — xp preq 1 2

Ejemplo 1

Supongamos que necesitamos averiguar la pendiente de la recta que pasa por los puntos P (2;1) vy Q(5;3).

Una forma de determinarla es utilizar la férmula 1.

Antes de aplicar la formula que define a la pendiente, es conveniente, para evitar errores, nombrar las
coordenadas de los puntos con los de la formula,

P11 y Q(;3)
X1 Y1 X2 Y2
Ahora sustituimos en la férmula:

Y=y _3-1_2
X, — X1 5—-2 3

ACLARACION
No importa a cual de los dos puntos nombramos P; = (x; ; ¥1) y a cuadl nombramos P, = (x, ; y,), el valor
de la pendiente de la recta que pasa por esos puntos es la misma.

» La inclinacion de cada recta estd directamente relacionada con el signo de su pendiente. En el
siguiente cuadro se clasifican las funciones lineales segun el valor de la pendiente:
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y=mx+b

m>0 m<0 m=0
y A y A y A
N
,/ > > >
X \ X X
CRECIENTE DECRECIENTE CONSTANTE

> El concepto de pendiente de una recta a su vez esta asociado con otro elemento importante de la
recta, estamos refiriéndonos a su angulo de inclinacién.
Llamaremos angulo de inclinacién de una recta al dngulo a que queda determinado entre la recta y el eje
positivo de las x. Este angulo se mide en sentido contrario a las agujas del reloj (sentido anti horario), partir
de la direccion positiva del eje x.

Es evidente, que por nuestras consideraciones el valor del dngulo de inclinacion de una recta estara
comprendido entre 0° y 180°. En la siguiente figura, se sefialan los dngulos de inclinacidn para cada una de las
rectas graficadas:

3+ 2
3_
2_
2_
i ¥
1_
(a3
[u]
T T T T T T T o
2 -1 [u} 1 2 3 4 5 T T T T T T T
-3 -2 1 [u] 1 2 3 4
-1 1
|

Una vez hechas estas argumentaciones, estamos listos para definir la pendiente de una recta en términos de
su angulo de inclinacion. Observemos el siguiente grafico:
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Py(xy392)

L

Y2 — Y1 = Ay

CATETO

h -2 OPUESTO

I

I

I

I
——y e

Ty — i) = Ax
CATETO ADYACENTE :

I
/ &1 T2

Podemos ver que en el tridngulo rectangulo que queda formado, la hipotenusa es un segmento contenido en
la recta en cuestion, el cateto opuesto al angulo @ mide y, — y, y el cateto adyacente correspondiente

mide x, — xq .

]
4
T
|
i
i

Recordemos que la razdn trigonométrica que relaciona cateto opuesto y cateto adyacente es la TANGENTE,
CAT.OPUESTO

CAT.ADYACENTE

tana =

Reemplazando los catetos por sus medidas correspondientes obtenemos:

CAT.OPUESTO  y,— »n
CAT.ADYACENTE — x, — x;

tana =

Por lo definido antes, la pendiente m de la recta es:

Y2— W

m=-————-

Xy —Xq

Por lo tanto la pendiente de una recta m es igual ala tangente trigonométrica de su angulo de inclinacién a.

Simbdlicamente se expresa asi:

m = tana

Ejemplo 3
Halla la pendiente de una recta sabiendo que el angulo de inclinacién es igual a 135°.

Respuesta:
Si a = 135° entonces reemplazando en la férmula anterior tenemos que: A
m = tan135°
m=—1

Por lo tanto, la pendiente de larectaesm = —1

ap \“a =135°

N\ >
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Ejemplo 4.
Encuentra la pendiente y el angulo de inclinacién de una recta que pasa por los puntos A(—3;4) y B(—5; —1).

Respuesta
Antes de comenzar con el trabajo algebraico, representamos graficamente los puntos A y By trazamos la
recta que los contiene. Marcamos el dngulo de inclinacién y lo llamamos «.

Observando el grafico podemos anticipar que el angulo de inclinaciéon debe ser un angulo agudo.
Indicamos primero las coordenadas de los puntos, para sustituirlos correctamente en la formula:

Y2— )
Xy —Xq

m=
Nombramos las coordenadas de los puntos con los de la férmula,

A(=34) y B(=5-1)

AR

X1 Y1

Reemplazamos en la férmula los valores correspondientes, y tenemos que la pendiente es igual a:

_ -1-4 -5 5
M=T5 - (=3) =2~ 2

Conociendo el valor de la pendiente, procedemos de la siguiente manera:
v Sustituimos el valor de la pendiente en la férmula,
tana = m

- 5
De esta manera, obtenemos la ecuacion tana = >
v" Resolvemos la ecuacidn despejando «a ,

- 5
a = arctan-.
Con ayuda de la calculadora cientifica tenemos que,

o = 68°11°55"
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REPRESENTACION GRAFICA DE UNA FUNCION LINEAL

Una funcién lineal se puede representar teniendo en cuenta distintos procedimientos. A continuacion
detallaremos algunos de ellos.

+» Teniendo en cuenta la pendiente vy la ordenada al origen.

Graficamente la pendiente m indica la cantidad de unidades que se desplaza la coordenada y (hacia arriba o
hacia abajo) por cada unidad que se desplaza la coordenada x hacia la derecha. Teniendo en cuenta esto,
podemos representar una funcién lineal considerando la pendiente y la ordenada al origen. Aclaremos esto
analizando el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2
Representa graficamente las siguientes funciones lineales teniendo en cuenta pendiente y ordenada al

origen.
a) f(x)=%x—4 b) y=2 c) gx)=-3x+2

Respuestas:

a) La pendiente de la funcién f(x) = %x —4 esm= % y la ordenada al origen es b = —4. Dibujamos

el punto que representa la odenada al origen: (0 ; 4). A partir de este punto “nos movemos” al ritmo
de la pendiente. Es decir, “cada dos unidades que aumenta la abscisa x, la ordenada y sube 1
unidad”. De esta manera se obtienen otros puntos de la recta.

b) En este caso donde la funcion estd dada por la ecuacion y = 2,5 , la pendiente es igual aceroy la
ordenada al origen es igual a 2,5.

Observamos que cuando la variable x aumenta una unidad, la variable y no aumenta ni disminuye, se

mantiene constante. Por lo tanto, la representacién grafica de esta funcidn es una recta horizontal paralela al
eje x.
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c) Lafuncidn lineal de ecuacion g(x) = —3x + 2 tiene como pendientea m = —3 ycomo ordenada
al origen a b = 2. Repetimos el procedimiento antes descripto en el inciso a)

Agui vemos que por cada unidad que aumenta x,
A : ; T T ; la variable dependiente y disminuye tres unidades
y 1
14 =
21 3
3]
1
44 -
=54
3
-5
|
7 \

+»+ Otra forma de representar graficamente una funcion lineal es teniendo en cuenta la raiz y la ordenada al

origen.

Para ello solo debemos calcular la raiz, es decir el punto de interseccion de la recta con el eje de abscisa cuyas
coordenadas son (x; 0) . Esto implica resolver la ecuacién de 12 grado f(x) = 0 o bien

mx+b=0

. -b
Luego el punto de corte con el eje x es: (7 ; 0)

El valor de la ordenada al origen lo leemos de la férmula de la funcidn (cuando ésta estd en forma explicita).
Como para representar graficamente una recta basta conocer dos puntos de ella, resta dibujar los puntos de
corte con el eje x y el eje y respectivamente y trazar la recta que los contiene.
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Ejemplo 5

- R 5 5 . .
Representa graficamente la funcién lineal g(x) = - X + 'S teniendo en cuenta la raiz y la ordenada al
origen.

Respuesta
, S 5 5 . . .
Para calcular la raiz planteamos la ecuacién lineal - X + 5 = 0. Aplicando las propiedades pertinentes de
las operaciones, despejamos x:
5 5
—x=—-—
6 2
5 5
xX=——: =
2 6
x =-3

Luego el punto de corte con el eje x es: (—3;0).

L L . 5
Observando la expresién de la funcidon tenemos que la ordenada el origen es - por lo tanto el punto de

. 5 . . .
corte con el eje y es: (O; 2—). Marcamos estos dos puntos en un sistema de ejes cartesianos y luego trazamos
la recta que los contiene.

glx) =5/6x+5/2

(0:5/2)
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ACTIVIDADES

Ejercicio 1
a) Completa la siguiente tabla:
Inciso Funcién expresada en lenguaje coloquial Funcién expresada en lenguaje
algebraico
A La funcion que a cada nimero le asigna
su doble.
B La funcion que a cada nimero real le

asigna la suma entre el triple de su
cuadrado y cinco.

y =2x —3,5

wlie)

La funcion que a cada numero real
distinto de cero le asigna la razon entre
7y el numero.

v La funcion que a cada numero le asigna
Su opuesto.

y=+x+2

y =-—0,25x -9

R @ 9\

La funcion que expresa la distancia

recorrida cada hora por un automovil

que circula a 60 km/h (en fisica este

movimiento se [lama rectilineo

uniforme).

I La funcion que relaciona el radio de una
circunferencia y su perimetro.

J La funcion que relaciona el radio de una

circunferencia y su drea.

b) Indica cudl de las funciones anteriores corresponden a una funcién lineal.
c) Enlosincisos h, i, j, indica cual es la variable independiente y cual la variable dependiente.

Ejercicio 2
a) Considera las siguientes funciones. Halla la expresién explicita (despejar la variable y) de cada una de
ellas e indica cual corresponde a una funcién lineal.

1) y—3=5.(x—1) 2) —+2=1 3) y+l=0 py=2

) y—3=5.(x ) 3 el ) yt3= )y =gx
2

5 x.y=2 6)5y+3x—20=0 7)y+35x=0 8)y=x%-(x—3)2
—x

9,Jy—3 =x 10)y=T 1D)y—x=0 12)y =x%— (x+2)?

b) Representa solo las funciones que sean lineales del inciso anterior teniendo en cuenta la pendiente y
la ordenada al origen.
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Ejercicio 3
i) Representa las siguientes funciones lineales teniendo en cuenta la raiz y la ordenada al origen.

X
a)y—3=-2x+1 b)_—3+%=1 c) y+3=0 d)7y =-3x+12
x y x— 2 .
e) 35+E=1 f)y+2,5=_—2 g) —6x+4y+16=0 h)y=§x+2 Hy=0

ii) Completa la siguiente tabla teniendo en cuenta las expresiones de las funciones del inciso anterior:

Inciso | Expresion explicita Pendiente Ordenada al Raiz Crecimiento
de la funcion origen
a
b
C
d
e
f
8
h
i
Ejercicio 4

a) Indica cudl de los siguientes puntos pertenecen al grafico de la funcion f: R - R, f(x) = 3x + 2.
1
A= (15 B=(2,6) C=(-2,-4 D=<§;3> E = (0;3)

b) Representa graficamente la funcion f(x) vy los cinco puntos dados.

Ejercicio 5
Observa los siguientes graficos. Indica con una X, cudl de las siguientes rectas corresponde con la
representacion grafica de la funcion g(x) = —5X— 1. Justifica.
a) Cvh b) r
H ~——11
} - —l‘—l—"l-—l‘——l—'—l—l—l'-
T F X S 1[0k
."-..- T | ™ .1-.\-\'\-\.
c) ¥i d) Fi
LT EnNEN
1 I_.-'II ..'I‘_. —1—'—'—1-.'-1 r ——4 rl ...;"- .
4 11 | X
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Ejercicio 6
Observa las siguientes rectas graficadas. Escriba la expresién de la funcidn lineal que cada una representa.
Escriba, en cada caso, los datos que utilizaste.

a. b. C. d.

VA VA VA A

5.9
~—
5. Y
5.9
;s.
L.

- = - -
= 7 = 3
LY = .‘\. >
2 Z Z

- - - IF
- 410 X 10] 1 T S Ho] 1 3 B ox 10 D x
i L i L
2 2 ra /
= 3 3 3

Ejercicio 7
Sin graficar, clasifica las siguientes funciones lineales en crecientes, decrecientes o constante. Explica que
tuviste que tener en cuenta para hacerlo.

a)y = 12x- 3 b)y=6 c)y = 0,25x — 3 d)y=x12,5
1 2
e)y=gx+§ NHy=-7x — 4 g9y =-15 h)y = 0,7x + 0,65
Ejercicio 8
a) Determina el valor de la constante a para que el punto (4 ; —8) pertenezca a la recta de ecuacién:
X y
- =1

a + -2

b) Halla el valor de m para que el punto (6 ; —1,5) pertenezca a la recta de ecuacién y = m.x — 3, 5.
c) Determina el valor de la constante b para que el punto (-5 ; 4) pertenezca a la recta cuya ecuacién es

y= %.x + b.
d) ¢éCuanto debe valer el nimero real k para que el punto (—1;2) pertenezca a larecta de ecuacion
kx + 7y — 7 = 0? Grafica.

Ejercicio 9
a) Halla el angulo de inclinacion de cada una de las siguientes rectas:
X
HDy=x+23 ii)3x—y+2=0 iii) E+%=1 iv)2y—3=0

b) Representa graficamente.

Ejercicio 10
Halla la ecuacién de la recta que corta al eje x en el punto de abscisa 3 y forma con él un dngulo de 60°.

Ejercicio 11
Una recta pasa por P(3; —2) y forma un éngulo de 45" con el semieje positivo del eje x. Encuentra su
ecuaciony representa graficamente.
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“* MODELOS LINEALES

PROBLEMAS CON LA ELECTRICIDAD

Un electricista cobra $20 por la visita y $60 por cada hora trabajada.
a) ¢éCudles son las variables que intervienen en ésta situacidn? Clasificarlas.
b) Completa la tabla.

Cantidad de horas Costo
trabajadas
0 A
2
3:30
4
320
440
8:15

c) ¢Cudl eslaférmula que corresponde a esta situaciéon?

d) ¢Cudnto cobrara si trabaja 8 horas y media?

e) Sicierto dia cobrd $290 por su trabajo, ¢ cuantas trabajé?
f)  Representa los datos en un sistema de ejes cartesianos.
g) ¢Es correcto unir los puntos del grafico? ¢Por qué?

FILTRACION EN EL DIQUE FLORENTINO AMEGHINO

El Dique Florentino Ameghino es una central hidroeléctrica de Argentina, ubicada en la provincia del Chubut,
a 140 km al oeste de la ciudad de Trelew. Su méxima capacidad es de 2000 hm3 de agua. Se detecté que
tiene una filtracion y desde el primer dia del mes pierde agua de manera uniforme, a razén de 18 hm? de
litros diarios, aproximadamente.

Responder:

a) ¢Cuantos litros de agua se filtraron al finalizar la primera semana del mes? ¢ Cuantos litros tiene la
represa’?

b) ¢Cuantos litros de agua tiene la represa el dia 15 del mes? ¢Y el dia 20?

c) ¢En cuanto tiempo se vaciard el dique ? (suponiendo que no recibe agua de ningun rio)

d) Hallala formula de la funcion que describe la cantidad de agua que permanece en la represa cada dia.

e) Realiza un grafico de la funcién.

f) ¢éPara qué valores de la variable independiente no tiene sentido la funcién?
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La central hidroeléctrica del dique permitié en el pasado proteger a los pobladores
del valle de los desbordes del rio y las inundaciones. En la actualidad, provee energia eléctrica a las
localidades de Pico Truncado, Caleta Olivia, Comodoro Rivadavia y a todo el valle inferior del Chubut. El Dique
concentra a su poblacién en una pequeiia villa que, rodeada por las enormes paredes de piedra y el
impresionante muralldn de la represa que contiene el agua del embalse artificial, da la impresién de ciudad
secreta, sumando misterio al atractivo natural y relajante del lugar. Es un espacio propicio para el desarrollo
de multiples actividades entre las que pueden enumerarse campamentismo, caminatas, escaladas, pescay
variados deportes nauticos. El Dique recibe constantemente la visita de turistas que llegan hasta él atraidos
por su fama de paisaje desentonante dentro del sur de Argentina. Siguiendo el curso del rio se llega hasta las
minas de caolin, un mineral de color rosa palido que se utiliza para la fabricacidon de ceramicos. La materia
prima para la generacion de energia en la central es el agua, por consiguientes la cantidad de energia a
generar depende de la cantidad de agua disponible. Para dar una nocidn general del rendimiento de la
energia eléctrica, con 1 KWh (KiloWatt hora) se puede encender 10 foquitos de 100 W por una hora. A su vez,
tenemos que 1 MWh (MegaWatt hora) = 1000 KWh, y 1 GWh (GigaWatt hora) = 1000 MWh.

EL COSTO DE LA COMUNICACION

Se quiere crear un servicio minitel (servicio de informacién electrdnico) y se propone a los futuros clientes
elegir tres formas de pago trimestral:

Tarifa A: pago de la suma global de $ 380.

Tarifa B: pago de $ 147 mdas $ 0,20 por minuto de conexién.

Tarifa C: el precio del minuto de conexion es de $0,45.

Analiza cudl es la tarifa mas conveniente para el consumidor segun el tiempo de comunicacidn. Representa en
un mismo sistema de ejes cartesianos las tres tarifas del servicio minitel.
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éTAXI O UBER?
Una agencia de taxis y Uber trabajan con turistas europeos tienen las siguientes tarifas:

TAXI: cobra un costo base de 40 euros (bajada de bandera) mas 12 euros por hora trabajada.
UBER: no cobra un monto fijo, pero cobra 20 euros por hora trabajada.

a) Escriba las férmulas que relacionan el costo del viaje dependiendo del nimero de horas trabajadas por
cada agencia. Llama f (h) a la férmula que corresponde a la agencia de taxis y g(h) a la de la agencia
Uber.

b) Completa las tablas de valores y representa en un mismo sistema de ejes cartesianos ambas funciones.

h f(h) h g(h)

¢) ¢Cuanto tiene que durar el viaje para que el costo por ambas agencias sea el mismo? Justifique su
respuesta.

d) ¢Cuando es mas conveniente elegir la agencia de taxis? Justifique su respuesta.

e) ¢éCudndo es mds conveniente elegir la agencia Uber? Justifique su respuesta.

f)  Siun pasajero tiene que hacer un viaje cuya duracién es de 4 horas ¢ Qué agencia le conviene elegir?
Justifique su respuesta.

g) ¢Para qué valores de la variable independiente tiene sentido el problema?

IMPUESTO AL VALOR AGREGADO IVA

El IVA es un impuesto que en muchos productos supone un recargo del 21%. ol

a) Siun fontanero hace un trabajo de reparacién de $240, ¢a cudnto ascenderd el costo del trabajo con
el IVA?

b) (Y silareparacion costara $50?

c) Obtenga la expresion algebraica general correspondiente al precio del trabajo del fontanero y la
cantidad que se paga.
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% OBTENCION DE LA FORMULA DE UNA FUNCION LINEAL

Cuando se conoce la pendiente y la ordenada al origen de una funcién lineal, escribir su férmula es inmediato.
Solo basta con reemplazar los correspondientes valores de los pardmetros en su respectivo lugar en la
férmula.

En el caso que estos valores no sean conocidos, la expresion de la funcion lineal puede obtenerse a partir de
otros datos. Estudiaremos estos casos mediante el analisis de ejemplos.

v~ DATOS: UN PUNTO (xg; yo) Y LA PENDIENTE m DE LA RECTA

Eiemplo 6
Encuentre la expresidn de una funcién lineal sabiendo que su pendiente es — Y contiene al punto de

coordenadas (6; —1).

Respuesta

Como la pendiente es igual a %, se reemplazaen laférmula f (x) = m.x + b , el parametrom por%.
De esta manera se obtiene la expresion f (x) = %.x + b. Solo falta calcular el valor de b para conseguir la
expresion de f.

Ademas, se sabe que el punto (6; —1) pertenece a la recta que representa la funciéon buscada. Esto significa
que f(6) = —1, es decir que, cuando x = 6, el valor de y = —1. Teniendo en cuenta esta informacion, se

obtiene:
f(x)=1/2.x + b

b

-1= 1/2.6 + b

Queda planteada una ecuaciéon de primer grado donde la incégnita es la ordenada al origen b. Despejando se
tiene que b = —4 (verificarlo). Luego, la formula de la funcion lineal es:

1
fx)= 5.x—4

v’ DATOS: DOS PUNTOS (x;; ¥1) v (x,: y>) QUE PERTENECEN A LA RECTA.

Ejemplo 7
Obtenga la férmula de una funcidn lineal g, sabiendo que su grafica contiene los puntos de coordenadas

(13) v 26,

Respuesta
Por lo explicado anteriormente, conocidos dos puntos de una recta, podemos determinar el valor de la

pendiente m de la recta que los contiene. De ésta manera se obtiene:

6 3 9
m=)’2—)’1= _izlz_i
Xy, — X1 -2-1 =3 2

Calculada la pendiente, solo falta obtener el valor de la ordenada al origen para determinar la férmula de la
funcién lineal g. Observar que estamos en las condiciones del caso anterior analizado en el ejemplo 6.
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. L . . 3
A continuacidn, en la féormula explicita g (x) = m.x + b, se reemplaza el valordem = -5V las
coordenadas de uno de los puntos dados (como en este caso se dispone de dos puntos dados como datos, se

elige cualquiera de ellos y se reemplazan las variables xy g(x) en la expresion g(x) = —%.x + b).

De ésta manera se obtiene la ecuacion:

6 = —%. (-2)+»b
Resolviendo la ecuacidn de incégnita b, se obtiene:
6=3+Db
3=b
Por lo tanto, la férmula de la funcién lineal pedida es g(x) = —%.x +3.

Los procedimientos de resolucidn analizados en los ejemplos 6y 7 pueden resolverse de manera
mecanizada aplicando dos formulas:

¥~ Cuando los datos proporcionados por el problema son la pendiente m y un punto (x1; y1)
perteneciente a la recta podemos utilizar la siguiente féormula:

¥~ Cuando los datos proporcionados por el problema son dos puntos (x1; y1)y (X2 ; ¥,) que

Y-y =m.(x—xq)

pertenecen a la recta, podemos utilizar la siguiente féormula:

Yy—W» X=X
Y2—Y1 X2~ X4

ECUACION DE LA RECTA

Como vimos anteriormente cada funcidn lineal tiene asociada una recta que la representa, formada por todos
los pares de puntos (x; y) que verifican la ecuacion explicita y = mx + b.

Pero también es posible analizar a la recta como objeto geométrico y su relacidn con las distintas expresiones
algebraicas asociadas a ella. A continuacidn, analizaremos la relacion entre las pendientes de las rectas y
como estas nos permitiran determinar la posicion relativa de dos rectas.

< POSICION RELATIVAS ENTRE DOS RECTAS COPLANARES

Dos rectas en el plano pueden tener tres posiciones relativas. Estas posiciones estan definidas en base del
numero de puntos comunes entre ellas. Estas pueden ser secantes, paralelas o coincidentes.
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v~ Dos rectas R; y R, son secantes si se cortan (o interceptan) en un punto. Si al interceptarse forman
un angulo de 909, las rectas secantes son perpendiculares. La condicidn analitica para que esto
suceda es que el producto de las pendientes de las rectas sea igual a -1.
Por lo tanto, si las ecuaciones explicitas de las rectas dadas son: Ry: y =mq.x+b; y Ry: y=my.x +

. . . . 1 .
b,, R, es perpendicular a R, siy solosi my.m,; = —1 esto es equivalentea m; = ——, s decir, que
2

las pendientes son inversas de distinto signo.

En simbolos:
. . 1
R4 1 R, si ysolosi m;y=——
m;
Graficamente:
. . 3 2
Las ecuaciones de las rectas representadas son, respectivamente: R: y = - X ly §: y= -5 xt 1,5
. . 3 2
Observamos que el producto de las pendientes es igual a -1: -5 (— ?) =-1

R:y=3/2.x -1

S:y=-2/3.x+1.5

v~ El paralelismo es una propiedad de las rectas que siempre tienen entre si la misma distancia que las
separa. Esto quiere decir, en otras palabras que nunca se interceptan, por ello podemos concluir que
si dos rectas Ry y R, son paralelas entonces tienen la misma pendiente.

En simbolos:

Rl//Rz si ysolosi my;=m,

Graficamente:
. . 2 2
Las ecuaciones de las rectas representadas son, respectivamente: R: y = <X~ 2y St y= - X +0,5.

. . 2
Observamos que sus pendientes son iguales a -
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v Sidos rectas R, y R, de igual pendiente tienen, ademds, la misma ordenada al origen, se llaman
rectas coincidentes.

En simbolos:
Ry = R, siysolosi my=my; ANby=Db,

Graficamente:
. . -2
Las ecuaciones de las rectas representadas son, respectivamente: R: y=05.x—1y §: y= xT

Observamos que tienen igual pendientes e igual ordenada al origen.

e

RH:y=0b0xr—-1

T
Ly
]
-
5]
L]
i
i}
@
-l
w

Lo antes explicado permite anticipar la posicion de dos rectas con solo observar el valor de la pendiente y

ordenada al origen.
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< DISTINTAS FORMAS DE LA ECUACION DE LA RECTA

Cuando la ecuacién de la recta estd escrita en términos de la pendiente y la ordenada al origen, es decir, de la

forma:
[ y = m.x+b]

decimos que esta escrita en forma explicita

La ecuacién de una recta también puede estar expresada en funcién de la raiz y la ordenada al origen. Cuando
esto sucede decimos que esta escrita en forma segmentaria o candénica y su expresion es de la forma:

x Yy
—_t—=1
a+b

donde a representa el valor de la raiz y b representa el valor de la ordenada al origen.

¢Cémo llegamos a la ecuacion segmentaria de la recta a partir de la ecuacién explicita? Consideremos la
ecuacién explicita de una recta no paralela a los ejes coordenados y que no contenga al origen de

coordenadas:
y=mx+Db
y—mx =b despejamos b
y m.x b o ;
-~ b " dividimos ambos miembros por b (b # 0)
Yy mx _ 1 resolvemos
b b
% + _:/ =1 escribimos la fraccion —% como %
m m
Luego llamamos @ = _b/my reemplazamos en la expresion,
Fogen

Por ultimo, conmutamos los términos de la izquierda y obtenemos la ecuacidon segmentaria de la recta:
X y
—+—=—=1
a b

v~ Observamos que en la busqueda de la forma segmentaria de la recta, escribimos la condicién
(b # 0) ¢Por qué? ¢Qué implicancia tiene esta condicidon sobre b? ¢ Todas las ecuaciones de rectas
pueden expresarse en forma segmentaria? Una recta que pasa por el origen de coordenadas puede

escribirse en forma segmentaria? Justifica y da ejemplos.

v" éCudl es la ventaja de expresar una recta en forma segmentaria? La ventaja principal es que se puede
realice su grafica sin efectuar calculos, pues los nimeros a y b indican la interseccion de la recta

con el eje de abscisa y ordenada respectivamente.
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v~ Ahora comprobaremos que los niimeros reales (no nulos) a y b se corresponden con la abscisa al
origen y la ordenada al origen, respectivamente:

Consideremos la ecuacién segmentaria de una recta R:

X y
— 4+ 2 =1
a+b

Por lo visto anteriormente, para obtener la ordenada al origen de una funcién hacemos x = 0, entonces
reemplazando en la expresién tenemos:

0 y ,
—+—-—=1 resolviendo
a b

Ty =1 despejando y

Por lo tanto la recta interseca al eje de ordenadas en el punto (0; b).

Para determinar la interseccion de la recta con el eje de abscisa, es decir, para hallar su raiz hacemos y = 0.
Reemplazando en la expresion segmentaria de la recta obtenemos:

x 0
—+— =1 resolvemos
a b
x .
ke 1 despejamos x
x=a
Ejemplo 8
Representa graficamente la siguiente recta dada en forma segmentaria. Luego halla su expresidn explicita.
x y
—+=—=1
2 3
Respuesta:

Observando la ecuacién dada podemos determinar que la recta intercepta al eje de abscisaen x = 2 (punto
de coordenadas (2; 0) ) ye intercepta al eje de ordenadasen y = 3 (punto de coordenadas (0;3)) . A
continuacién, marcamos estos puntos de corte en un sistema de ejes cartesianos y trazamos la recta:
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Ahora escribamos la ecuacion de la recta en forma explicita:

y

> + 3= 1 reescribamos la fraccién
1 1
7.x+?.y= 1 despejamos y
1 _q 1
3V T T
= (1 - )3
y= 5 %)
3

y=3-— - x ecuacion explicita de larecta

Por ultimo, la ecuacién de una recta esta dada en forma implicita (o general) cuando estd escrita de la forma:

[Ax+By+C=0]

donde A, By Cson nimeros reales y Ay B no son simultdneamente ceros.

¢+ RECTA VERTICAL

La ecuacién de toda recta vertical es de la forma x = k, siendo k cualquier nimero real.

Las rectas verticales son paralelas al eje y, y forman un angulo de 90’ con el eje x, es decir que el angulo de
inclinacién es igual a @ = 90° .Es por ello que no tienen pendiente. Si tuviese pendiente, esta deberia
verificar la relacidn con el dngulo de inclinacién:

m = tana

Luego, reemplazamos en ésta relacion el valor del dngulo de inclinacién,

m = tan(90°)
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Con la ayuda de una calculadora cientifica podemos verificar que tan(90°) no existe.

Estas rectas NO pueden asociarse a funciones.

Ejemplo 9
Representa graficamente la recta dada x = 4. Indica algunos puntos que pertenecen a ella e identifica que

tienen en comun

Respuesta:
La representacidn grafica de esta recta es:

Algunos puntos que pertenecen a ésta recta son:
(=3; =2,5); (=3;0); (=3; 1,5y (-3; 3).

En todos ellos la primera coordenada es igual a —3.
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ACTIVIDADES

Ejercicio 1
Observa los siguientes graficos y escriba, cuando sea posible, en forma segmentaria y explicita la ecuacion
de cada una de las rectas representadas.

a) \ b) 7]

[=]
Ly
]
-

'
[A]
5]
o
Y

C) 44 d)

21 1
Ejercicio 2
Escriba la ecuacién de la recta que pasa por los puntos:
a) (=2, -1) vy (—4; -3) @3;5 vy (7;-2)
b) (6; =1) vy (=2;4) d (1; -5y (10;11)
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Ejercicio 3

Halla la ecuacion de la recta cuya abscisa y ordenada al origen son respectivamente 5y -1. Grafica.

Ejercicio 4

Averigua si los puntos (0; 2) , (1;—1) y (—1;5) estan alineados. Representa graficamente.

Ejercicio 5

Un kilogramo de papas cuesta $32. Escribe y representa la funcién que define el valor de las papas en

funcién de los kilogramos comprados.

Ejercicio 6

Cada una de las siguientes tablas corresponde a una funcion lineal. Para cada una de ellas:

a) Completa la tabla de tal forma que la funcién represente una funcién de proporcionalidad directa.

b) Escribe una féormula que relacione los elementos de la primera fila con los de la segunda.

c) Representa los datos de la tabla en un sistema de coordenadas cartesianas.

Ejercicio 7

Tiempo de marcha (en horas) 1 3
Espacio recorrido (en km.) 80 40| 80| 50
0 0
Capital invertido (en pesos) 100 250
0 00
Interés percibido (en pesos) 100 12.5 75
Masa del aluminio (en gramos) 2,7 13,
5
Volumen del aluminio (en cm?3) 1 2
El estudio de cierta tabla permite establecer que:
fi3)=7 f(8)=16,2 f(11) =26

éRepresenta dicha tabla una funcién de proporcionalidad directa? Justifique.

Ejercicio 8
La siguiente tabla representa la relacidn existente entre el valor de los lados y el perimetro de tres
cuadrados:
LADO (1) | PERIMETRO
(P)
1
12
Responde:

a) ¢Se trata de una funcidn de proporcionalidad directa?.

b) ¢Cudnto vale la constante de proporcionalidad?.

c) Expresa la funcién mediante una férmula y representa graficamente.
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Ejercicio 9

Para distintos trozos de un mismo material, el peso es directamente proporcional al volumen.
a) Completa los cuadros y las férmulas para cada uno de los materiales indicados.

MADERA DE PINO

Volumen
(dm?)

10

20

Peso
(kg)

CORCHO SINTETICO

Volumen
(dm?)

20

Peso
(kg)

GRANITO

Volumen
(dm?)

10

Peso
(kg)

60

30

b) Representa en un mismo grafico las tres situaciones.

02.Vv

En cada caso, la constante de proporcionalidad representa la densidad del material (peso por unidad de

volumen).

Ejercicio 10

Determina, sin necesidad de representarlas, cudles de las siguientes rectas son paralelas. Explica cdmo lo

hiciste.

Ejercicio 11

Razona, sin necesidad de representarlas, cudles de las siguientes rectas son perpendiculares:

Ejercicio 12

— =1;

s: 3y =3x + 21;

w:2y—4x+1=0;

w: —7y+3x+14=0;

y+1 -6
x—35 -3’

qgy=—-x+7

u —02y=x

u: 0,5y=x

Las rectas de ecuacionesax-y=4; x+b=y son perpendicularesy cortan al eje de las abscisas en dos puntos

distantes cinco unidades. Halla a y b.
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Ejercicio 13
a) Hallala ecuacidn de la recta R que tiene por pendiente 4 y cuya ordenada en el origen vale —7.
b) Halla la ecuacién de la recta S que pasa por el punto A(—1;5) y cuya pendiente es 1.
c) Halla la funcién lineal que pasa por los puntos B(2 ; —2) y €C(8; 1). Llama M a la recta que la
representa.
d) Representa graficamente todas las rectas en un mismo sistema de ejes cartesianos.

Ejercicio 14
Halla, en cada caso, la ecuacién de la recta que cumpla con las siguientes condiciones:
a) Pasa por los puntos (1; 2)y (2; —1).
b) Tiene pendiente — 2 y ordenada en el origen 10.
c) Laecuacién segmentaria de una recta que pasa por los puntos (2;2) y (- 2; - 8).
d) Pasa por el punto (0; 6) y tiene pendiente igual a 0.
e) Esparalelaalarecta de ecuacion y = 3x - 4y pasa por el punto de coordenadas (—3; 7)!

Ejercicio 15
a) Obtenga la ecuacién segmentaria de la recta M que pasa por (- 1;5) y (- 2; 3).

i

y
—

b) Halla unarecta T, paralela a M que pase por el punto (3; 2). =

c) Encuentra una recta S, perpendicular a M, cuya ordenada sea —%.

d) Representa graficamente las rectas obtenidas en un mismo sistema de ejes cartesianos.

Ejercicio 16

iy 1 . .
Dada la recta de ecuacién y = - X + 3, halla la recta que cumpla en cada caso las condiciones pedidas:
a) Paralela ala mismay de ordenada al origenigualaladelarecta 2x + y = 8.

b) Perpendicular a la mismay de ordenada al origen — 2.
c) Paralela a la mismay que pase por el punto Q(1;%).

d) Perpendicular a la misma y de proporcionalidad.
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SISTEMAS DE ECUACIONES
LINEALES CON DOS INCOGNITAS

Una ecuacién lineal con dos incégnitas x y y es una expresion de la forma ax + by = ¢, dondea,c,b ER ,ya
y b son diferentes de cero a la vez.

Toda ecuacion lineal con dos incégnitas tienen como solucidn a todos los pares ordenados que verifican la
ecuacion, es decir, tiene infinitas soluciones de la forma (x; y). Estas soluciones estin contenidas en una
recta.

Por ejemplo, la ecuacién lineal 2x + 4y = 20 tiene infinitas soluciones. Algunos de los pares de valores que
son solucidén de ésta ecuacién son: (— 2;6),(0;5),(3;3,5), (8;1) .Para conseguirlas, elegimos
arbitrariamente, un valor para x y luego, despejando obtenemos el correspondiente valor de y. La
representacion grafica de la ecuacion 2x + 4y = 20 es una recta. Los puntos que pertenecen a la recta
verifican la ecuacién y por lo tanto son las soluciones de la misma. En el siguiente grafico podemos visualizar
lo antes dicho.

Un sistema de dos ecuaciones lineales con incégnitas x y y , también llamado ecuaciones simultdneas de dos
por dos es de la forma:

{alx +biy=c
ax+ b,y =c,

donde a4, a,, by, by, ¢c; ¥ c; € R,yen cadauna de las ecuaciones, por lo menos uno de los coeficientes
de las incdgnitas es diferente de cero.

Para indicar que varias ecuaciones forman un sistema, se abarca el conjunto de todas ellas con una llave. En
cada una de las ecuaciones, por lo menos uno de los coeficientes de las incdgnitas es diferente de cero.

Resolver analiticamente un sistema de este tipo es encontrar, si existen, los pares de nimeros reales x y y
que satisfacen ambas ecuaciones.

Un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incdgnitas es representado geométricamente por dos rectas en
el plano. Por lo tanto la solucién de un sistema es el conjunto de puntos que ambas rectas tienen en comun.
La resolucidon analitica de un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incdgnitas equivale
geométricamente a estudiar las posiciones relativas de las rectas en el plano.
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METODOS ANALIITICOS PARA RESOLVER SISTEMAS DE ECUACIONES

Existen varios métodos analiticos que permiten resolver un sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas. La
eleccidon de un método u otro dependera de cdmo esta planteado el sistema original. Claro esta que
independientemente del método que se elija siempre se debe arribar al mismo resultado.

< METODO DE SUSTITUCION
Para resolver un sistema utilizando el método de sustitucidn se pueden seguir los siguientes pasos:

Elegir una de las ecuaciones y despejar de ella una de las incégnitas (cualquiera).
Sustituir la expresién obtenida en el paso 1. en la otra ecuacién del sistema (recuerde usar
paréntesis cuando realice la sustitucidn). Queda planteada una ecuacion con una sola incégnita.
3. Resolver la nueva ecuacion obtenida en el paso anterior. De ésta manera, se halla el valor de una
de las incégnitas.
4. Reemplazar el valor obtenido en el paso 3 en el despeje del paso 1.y calcular el valor de la
segunda incégnita.
5. Escribir el conjunto solucién.

Ejemplo 10

Resuelve los siguientes sistemas utilizando el método de sustitucion.

2x+3y =4 2
a) {1 _ p)y {¥*73V7
Sxty=3 3x -2y =6

Solucidn inciso a)

Por como estd planteado el sistema, nos conviene elegir despejar la incégnita y de la segunda ecuacién:

! + 3 ! +3
— = = = ——
ZX y y ZX

Esta nueva ecuacién obtenida es equivalente a la original, es decir, tendra el mismo conjunto solucién que la
original. Reemplazamos la expresidn obtenida para y en la otra ecuacidn del sistema:

2x +3y =4

2x+3.(-3x+3)=4
La ecuacién que quedo planteada tiene una sola incdgnita, la resolvemos despejando x:

2x+3.(—%x+3)=4

2 > +9=4
x Zx =
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Una vez hallado el valor de x, lo reemplazamos en la expresién en la cual despejamos y,

y:—%x+3 = parax=—10,obtenemosy=—%.(—10)+3 => y=28

Entonces, el par ordenado (—10; 8) es el Gnico par de valores que verifica simultdaneamente ambas
ecuaciones. Decimos que el sistema tiene Unica solucién.

Por lo tanto, el conjunto solucién del sistemaes S = {(—10;8)}.

Graficamente las rectas que representan a cada ecuacion del sistema son secantes, se intersecan en un
punto. Por lo tanto tienen distintas pendientes.

Solucidn inciso b)

Elegimos despejar la incégnita x de la primera ecuacion:

2 2 2 +2
—_—— = = = —
X 3y X 3y

Sustituimos la expresién obtenida para x en la otra ecuacién del sistema:
3x—2y=6

I_H
3.3y +2)-2y=6

Resolvemos la ecuacidn planteada y obtenemos:

2yt6-2y=6 = 2y-2y=6-6 = 0y=0 = 0=0 OPQ

La igualdad que obtuvimos es siempre valida, esto significa que independientemente del valor que le
asignemos a y, siempre se cumple la igualdad. ¢ Qué significa esto? Significa que la ecuacién posee infinitas

soluciones, ya que podemos asignarle a cualquier valor a y con el cual, a partir de la condicién x = 3Y + 2se

determina el valor de x. Por lo tanto existen infinitos pares (x ; ¥ ) que verifican simultdaneamente ambas
ecuaciones.

Concluimos que el sistema posee infinitas soluciones. Los pares que son solucién del sistema tienen la forma:
2 . .

(;y +2 ;y) donde y es cualquier nimero real.

Entonces, el conjunto solucién del sistema lo podemos escribir de la siguiente manera:

2
5={(§y+2;y) '“R}

Graficamente las rectas que representan a cada ecuacién del sistema son coincidentes, es decir, tienen la
misma pendiente y la misma ordenada al origen.
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% METODO DE IGUALACION

Uno de los procedimientos que puede usarse para resolver un sistema es el llamado método de igualacién. Se
conoce con este nombre debido a que consiste en “igualar” las expresiones que se obtienen de despejar la
misma incégnita de las dos ecuaciones.

Este método consta de los siguientes pasos:

Despejar de ambas ecuaciones la misma incdgnita
Igualar las expresiones obtenidas en el paso 1. De esta manera queda planteada una ecuacién de
una incégnita y permite obtener el valor de una de las incdgnitas, en caso de que exista.

3. Resolver dicha ecuacion.

4. Reemplazar el valor obtenido en el paso 3 en ambas ecuaciones y obtener el valor de la segunda

incognita.
5. Escribir el conjunto solucién.

Ejemplo 11
Resuelve los siguientes sistemas utilizando el método de igualacion

y=3x+2 {—2x+y=—4
a){—0,5x+y=—3 D)1 y=2x+1

Solucidn inciso a)

Por como estd planteado el sistema elegimos despejar la incégnita y de ambas ecuaciones, de esta manera
obtenemos:

{y=3x+2
y=105x—-3

A continuacidn igualamos las expresiones obtenidas para determinar, si existe, el valor de x que permite
obtener el mismo valor de y en ambas ecuaciones:

3x+2=05x—-3

Queda planteada una ecuacién cuya Unica incégnita es x. Al resolver, obtenemos x = —2 (queda a cargo del
alumno verificar este resultado).

Falta averiguar el valor de y. Para ello, reemplazamos en ambas ecuaciones el valor obtenido de x :
y=3x+2 = y=3(-2)+2 = y=-4

-05x+y=-3 = -05(-2)+y=-3 = 1+y=-3 > y=-4

El valor de y obtenido en ambos casos coincide.

El conjunto solucién es S = {(—2; —4)}.

Solucidn inciso b)

Despejamos de ambas ecuaciones la incdgnita y, obtenemos el sistema equivalente:

y=2x—4
{y=2x+1
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Igualamos las expresiones obtenidas y resolvemos la ecuacién planteada:
2x —4=2x+1
2x —2x=4+1

Ox =5
0 =5 ABSURDO!!!! LI

Al intentar resolver el sistema arribamos a una expresidn falsa. Concluimos que la ecuacién planteada no
tiene solucién, es decir no existe ningun valor de x que la verifique. En consecuencia tampoco hay ningun
valor de y. No existe ningun par de valores (x ; y ) que verifiquen simultdneamente ambas ecuaciones

Entonces el conjunto solucién es vacio, y lo escribimos: § = @.

Graficamente las rectas que representan a cada ecuacién del sistema son paralelas, es decir, tienen la misma
pendiente y distinta ordenada al origen

«» METODO DE REDUCCION POR SUMA Y RESTAS
Para resolver un sistema por éste método, podemos seguir los siguientes pasos:

Expresar ambas ecuaciones en forma implicita.

2. Multiplicar todos los coeficientes de una de las ecuaciones por un mismo numero distinto de cero, de
modo que los coeficientes de una de las incdgnitas en ambas ecuaciones resulten iguales u opuestas
(iguales en valor absoluto).

3. Sumar o restar la ecuacion obtenida en el paso 2. con la otra ecuacidon del sistema que no fue
modificada, de manera que se cancele los términos que contengan la misma incdgnita. Esto permite
obtener una ecuacién con una sola incégnita.

Resolver la ecuacion obtenida.

5. Reemplazar el valor obtenido en el paso 4 en ambas ecuaciones y obtener el valor de la segunda
incognita.
6. Escribir el conjunto solucién.

Ejemplo 12
Resuelve los siguientes sistemas utilizando el método de reduccidn.

—5x+2y=—-4 5 —-5y+5=0
a){ 2x —4y =4 b){ 05y +x=2

Solucidn inciso a)

Al analizar las ecuaciones que componen el sistema, estas estdn escritas en forma implicita. Para casos como
éste, es conveniente utilizar el método de reduccidn. Para ello, elegimos multiplicar por 2 todos los
coeficientes de la primera ecuacion:

—5x+2y=-4
(=5x+2y).2 =(—4).2

—10x+ 4y =-8
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Al reemplazar la primera ecuacién del sistema por la ecuacién obtenia, conseguimos un sistema equivalente al
original:

{—5x+2y= —4 . {—10x+4y= -8
2x—4y =4 2x—4y =4

Observemos que en el nuevo sistema planteado los coeficientes de la incégnita y son opuestos. Entonces si
sumamos ambas ecuaciones lograremos eliminar los términos que contienen a la incégnita y, y
conseguiremos una ecuacion en términos solamente de la otra variable.

—10x + 4y = -8
2x —4y =4

Reemplazamos en ambas ecuaciones el valor obtenido de x :
—sx+2y=—4 = —5(j)+2y=-4 = 2y=-1 = y=-2
2x—4y=4 = 2(;)-4y=4 = -4y=3 > y=-2
y ‘\2 Yy y y 2
El valor de y obtenido en ambos casos coincide.
- oness = [(L._3
Por lo tanto, el conjunto solucidon es S = {(2 ; 4)}.

Solucidn inciso b)

Antes de comenzar a resolver el sistema por el método de reduccidn, es conveniente ordenarlo para poder
realizar la suma correctamente. Entonces:

{5x—5y+5=0 . {5x—5y=—5
05y +x=2 x+05y=2

Recordemos que el nuevo sistema obtenido es equivalente al original, es decir tienen la misma solucidn.

Luego de analizar los coeficientes de las incognitas, elegimos multiplicar por -5 todos los coeficientes de la
segunda ecuacién:

x+ 0,5y =2

(x+0,5y).(—=5) =2.(—5)

Reemplazamos esta nueva ecuacion en el sistema:

5x =5y =-5
5 >y = 10
X—5y=
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En este caso, los coeficientes de la incdgnita x son opuestos. Entonces si sumamos ambas ecuaciones
lograremos eliminar los términos que contienen a la incdgnita x, y conseguiremos una ecuacion en términos
solamente de la otra variable.

5x — 5y =-5
+ 5
—5x—=y =-10
)
15 is
27~
y=2

Reemplazamos en ambas ecuaciones el valor obtenido de y :

5x-5y+5=0 = 5x—-524+5=0 = 5x=5 > x=1
05y+x=2 = 052+4+x=2 =1+x=2 > x=1

El valor de x obtenido en ambos casos coincide.

Por lo tanto, el conjunto solucion es S = {(1;2)}.

CLASIFICACION DE LOS SISTEMAS SEGUN SU SOLUCION

Todo sistema de dos ecuaciones lineales con dos incdgnitas puede asociarse con dos rectas en un mismo
sistema de ejes cartesianos. Por eso, la clasificacién del sistema, y por ende, la cantidad de soluciones que
este tiene, guardan estrecha vinculacién con la relacion entre las rectas que lo representan graficamente.

En un sistema de dos ecuaciones lineales se pueden presentar tres situaciones:

v' Si el sistema no tiene solucidn, es decir, no existe ningln par (x;y ) que satisfaga simultaneamente
ambas ecuaciones, decimos que el sistema es incompatible. Graficamente las rectas que representan
a las ecuaciones son paralelas no coincidente. Un ejemplo de esto es el sistema del ejemplo 11
inciso b.

v" Siel sistema tiene solucidn y esta es Unica, decimos que el sistema es compatible determinado.
Graficamente las rectas se intersecan en un punto, éste representa la solucion del sistema. Las rectas
son secantes. Un ejemplo de esto es el sistema del ejemplo 11 inciso a

v’ Si el sistema tiene solucion pero no es Unica, es decir, existen infinitos pares (x ; y ) que verifican
simultdneamente ambas ecuaciones, decimos que el sistema es compatible indeterminado.
Gréficamente las rectas tienen infinitos puntos en comun, las rectas son coincidentes. Un ejemplo de
esto es el sistema del ejemplo 10 inciso b.

A continuacidn analizaremos un modo de determinar si el sistema tiene o no solucidn y si la tiene si esta es
Unica sin necesidad de resolverlo a través de algin método analitico. Para ello analizaremos la relacién que
existe entre los coeficientes de las ecuaciones que lo componen.

Consideremos nuevamente los sistemas de los ejemplos 10y 11.

Los coeficientes de la incégnita x son 2y 7 los coeficientes de la incégnita y son 3 y 1y los términos

independientes son 4 y 3 respectivamente.
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2x+3y =4

lty=3
XY=

Si planteamos la razdn entre los respectivos coeficientes, es decir:

podemos observar que no existe ninguna relacién de proporcionalidad entre los coeficientes de los términos
lineales, es decir:

N
w
S

N =

Cuando sucede esto, podemos asegurar que el sistema tiene solucién y que esta es uUnica. Por lo tanto,
clasificamos el sistema como compatible determinado. Graficamente las rectas son secantes.

2
x—gy—Z
3x—2y=6

Analicemos el sistema { . Para ello procederemos de forma andloga a lo anterior.

Los coeficientes de la incégnita x son 1y 3, los coeficientes de la incégnita y son — 3V —2y los términos

independientes son 2 y 6 respectivamente.

Planteamos las razones entre los coeficientes de los términos lineales y los términos independientes:

Observamos que existe una relacidon de proporcionalidad entre los coeficientes de los términos lineales y los
términos independientes:

2
i =3 2
3 =2 6
111
3 3 3

Esto lo interpretamos diciendo que el sistema tiene solucidon y son infinitas. Lo clasificamos como compatible
indeterminado. Las rectas que representan a cada ecuacion que compone el sistema son coincidentes.

Lo . . —2x+y=-4
Por ultimo consideremos el sistema { Y

y=2x+1

Antes de plantear las razones entre los coeficientes de los términos lineales y los términos independientes, es
conveniente ordenar los términos para evitar errores:

—2x+y=-4
{—2x+y=1

Ahora si escribimos las razones:
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-2 1 4
-2 1 71

Observamos que existe una relacidon de proporcionalidad entre los coeficientes de los términos lineales pero
no entre los términos independientes:

-2 1 . —4
-2 1 1
1 = 1 = —4

Esto significa que el sistema no tiene solucion, es decir, el sistema es incompatible. Las rectas que
representan a cada ecuacién del sistema son paralelas.

ACTIVIDADES

Ejercicio 1
a) Resuelve los siguientes sistemas utilizando el método de sustitucion.
b) Clasifica los sistemas segun el tipo de solucion.
c) Verifica graficamente la solucién obtenida.

—-x+5y=-6 0,5 ! = 2
) { y = io{'-@‘z)—Y‘
2x +10+y =0 2x +8 =4y

Ejercicio 2
a) Resuelve los siguientes sistemas utilizando el método de igualacion.
b) Clasifica los sistemas segun el tipo de solucion.
c) Verifica graficamente la solucién obtenida.

5 1
y=-—<°X 2.(x+2y)—6=2
3 2 .
i) ii) 1
2 1 x—(8—=2y) =—=.(4y + 2x)
35773 ?

Ejercicio 3
a) Resuelve los siguientes sistemas utilizando el método de reduccidn.
b) Clasifica los sistemas segun el tipo de solucién
c) Verifica graficamente la solucion obtenida.

~ (2y+x=5 N (—2x+2y =28
B {3x—y=1 i {x—y=—6
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Ejercicio 4

Escribe un S.E.L. (sistema de ecuaciones lineales) que se corresponda a cada una de las siguientes

situaciones definidas graficamente.

a)

Curso de Apoyo en Matematica

Pagina 113



c)

.1_
-2 |
Ejercicio 5
Clasifica, sin resolver, los siguientes sistemas:
1 1 1 1
. 6x—3y=4 .y )2x—=y =25 - - -
) 15y—32c]=—2 i) {x 37 i) 5% 75772
’ 12x -2y =5 2x =2y =1
Ejercicio 6

Halla los valores de a para que (4000; 3000) sea la solucion del sistema:

{ vy =0,75x
y=a.x+500
Ejercicio 7

px — 6y =3

Dado el sistema de ecuaciones { indica los valores de py q para que el sistema tenga:

—2x—2q+4y =0
a) Unica solucion. b) ninguna solucidn. c¢) infinitas soluciones

Ejercicio 8
Completa la ecuacion incompleta del sistema para que el conjunto solucidn sea el indicado.

a) {y Z iZxx_+5... S ={3;-2)}
O P S ()
o) Tosis s=o
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Ejercicio 9
a) Agrega al sistema una ecuacién para que la Unica solucionsea x = 2 ; y = =5
{y =-3x+1
b) La ecuacién agregada en el inciso anterior ées la Unica que cumple con la condicidn pedida? Justifica.

Ejercicio 10
- . . 2x—4y =0
Dado el siguiente sistema de ecuaciones:
y=ax + b
Determina en, cada caso, los valores de a y de b para que el sistema sea:
a) Compatible Determinado,
b) Compatible Indeterminado,

c) Incompatible.

Ejercicio 11

Un ciclista que circula por una senda rectilinea a una velocidad constante de 4 m/s, pasa, en un cierto momento,
por un puesto de control. Otro ciclista que circula por la misma senda, pero en sentido contrario, a una velocidad
constante de 3m/s, pasa por el mismo puesto 20 segundos después.

a) Halla las ecuaciones de los movimientos de ambos ciclistas.

b) Determina el instante en que se encuentran y a qué distancia del puesto lo hacen.

c) Verifica graficamente los resultados obtenidos.

Ejercicio 12

Una empresa tiene un ingreso mensual de $30 por unidad vendida de cierto producto. Por otra parte, el costo
fijo mensual es de $4800 y el costo variable de S22 por unidad. ¢ Cuantas unidades es necesario vender por mes
para que el ingreso sea igual al costo total, y cual es ese valor?

Ejercicio 13

Hace cinco afios, la poblacidn de una pequefia comunidad indigena era de 500 personas. Como consecuencia
de su integracion con otras comunidades, la poblacion ascendié a 4000 personas. Suponiendo que la poblacion
crece en forma lineal:

a) expresa mediante una formula la cantidad de habitantes en funcién del tiempo;

b) indica aproximadamente cuando llegara la poblacién a 10000 habitantes;

¢) realiza un grafico cartesiano de la situacion.

Ejercicio 14

Dada la recta de ecuacion ax+by=1, determina ay b sabiendo que la recta dada es perpendicular a la recta
de ecuacion 2x+4y=11 yque pasaporelpunto P(1;3/2).

Ejercicio 15

Larectay + 2 = m.(x + 3) pasa por el punto interseccionde lasrectas 2x —3y+5=0 vy

5x — 2y — 15 = 0. Calcula el valor de m.
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FUNCION VALOR ABSOLUTO

Ya hemos visto en la primera unidad cémo calcular el valor absoluto de un nimero real. Como cada nimero

real posee un solo valor absoluto, podemos pensar esta relacion como una funcién.

Para graficar la funcidon valor absoluto haremos uso de las rectas que hemos estado estudiando hasta ahora.

Si consideramos la funcidon donde a cada nimero real le corresponde su valor absoluto, es decir:

f@) =2
2 2
F(-3)=3
@) =0
f(=V5) =5

observamos que los puntos que determinan su grafica son
» puntos que pertenecenalarecta y = x paralosx = 0 y

» puntos que pertenecenalarecta y = —x paralos x < 0.

Podemos definir la funcidon valor absoluto mediante la formula

X six=>0
f@) = Il ={—x slix<0

La representacion grafica de la funcidn f(x) = |x|
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ECUACIONES CUADRATICAS O DE
SEGUNDO GRADO

El recorrido en la historia del dlgebra y la resolucién de ecuaciones nos remite a India, Babilonia y los paises
de lengua arabe, en la época de la Edad Media europea, entre los siglos V y XV a.C. En ese entonces, los
problemas algebraicos se planteaban mediante representaciones geométricas, en lugar de las expresiones a

las que estamos habituados en la actualidad. Un ejemplo es el siguiente cuadrado dividido en 4 partes, donde:

T 3

Lado del cuadrado: x + 3
Area del cuadrado = (lado)*= (x + 3)? (1)

Asimismo, sumando las areas de cada una de las cuatro partes:

Area del cuadrado = x? + 2. (3x) + (32)

3 3z % = x*+6x+9 (2)

Las expresiones (1) y (2) consisten en dos maneras diferentes de escribir el drea del cuadrado grande.

Entonces, igualando las mismas, si (1) = (2):
(x+3)2=x*+6x+9

¢Te resulta conhocida uha
iSualdad como éstaz?...

Las expresiones algebraicas trabajadas en el ejemplo integran una ecuacion cuadratica o de segundo grado:

Definicion: q
4 iPara leer y recordar!
Una ecuacién de segundo grado con una incognita,

es una ecuacién equivalente a una de la forma ax’+bx+c=0

..cona,b, c eR y a=0.

v a se denomina coeficiente cuadratico;
v' b es el coeficiente lineal y

v' ¢ es el término independiente.
Esta definicion también es conocida como forma polinémica de la ecuacidn cuadratica.

Ejemplo: x2—100=21
Para reconocer los valores de los coeficientes, igualamos a cero el miembro derecho de la igualdad:
a=1
x2-121=0 ... con lo cual, podemos afirmar que en esta ecuacién: { b = 0
c=-121
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Ejercicio 1:

a) ¢Por qué, en la definicidon de ecuacién de segundo grado, es necesario que a sea distinto de cero?
b) Identifica los coeficientes de las siguientes ecuaciones cuadraticas:

Ecuacion a b c

3x2+9=9

x>+9=0
7x (x—20) =

2x%=-6x
2 (x2—4)=6x

Clasificacién de las Ecuaciones de Segundo Grado con uha inCoghita

Las ecuaciones de segundo grado con una incégnita se clasifican, seguin los valores de sus coeficientes y

término independiente, en completas o incompletas.

iPara leer y recordar!
Definicion:
e Una ecuacién cuadrdtica es incompleta si b=0 6 c=0.
Se tienen las siguientes posibilidades de ecuaciones cuadraticas incompletas:
v ax*+bx=0 conb#0, c =0.
v ax’+c=0 conb=0, c# 0.

v ax*=0 conb=0, c= 0.

e Una ecuacion cuadraticaes completa si b#0 y ¢ #0.
La Unica expresidn de una ecuacién cuadrdtica completa es:

v ax’+bx + c=0.

Podemos visualizar esta clasificacidn en el siguiente diagrama:

| Incompleta ! ! Completa I

po p 3

S o> @
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Ejercicio 2:

Escribe un ejemplo para cada tipo de ecuacion cuadratica, guiandote por el diagrama.

Resolucién de Ecuaciones de Segundo Grado coh una inCoghita

Toda ecuacién de segundo grado con una incognita tiene dos soluciones, también llamadas raices,
gue denotaremos x1 y X

Resolver una ecuacidn de este tipo implica encontrar sus soluciones x1 y xa.

En este apartado abordaremos cada uno de los tipos de ecuacién de cuadratica y su resolucién

TResolucién de Ecuaciones Jncompletas

Tipo de Ecuacion Cuadrdtica: Resolucion: Ejemplo:
3x2+9=9
Incompleta del tipo: Se despeja la incégnita 3x2=9-9
y se llega a la solucién: 3x2=0
ax’=0
x1=x2=0 luego: x1=x2=0
Tipo de Ecuacion | Resolucion: Ejemplo 1: Ejemplo 2:
Cuadrdtica: 3
—5x*+27=0
x2+9=0 3
. — ——x?==27
Se despeja x?=-9 2"
Incompleta . == —3x%2 =—
P la incégnita x| =v-9 3x 54
del tipo: x?> =18
P teniendo en
" [x] =18
cuenta que
ax’*+c=0 Soluciones:
VxZ = |x| { x, = 3i Soluciones:
xZ = _3l { x1 — (—18
xZ = —\ 18

Ejercicio 3:

Resuelve las siguientes ecuaciones cuadraticas incompletas:

a) x2—-16=0 b) 2x2—-50=0 c)§x2—5=0 d)2x2 =3x%2+ 36
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Tipo de Resolucidn: Ejemplo 1: Ejemplo 2:
Ecuacion 2
DS 2x2=—-x
Cuadratica: Se aplica la 7x? —140x = 0 3
_ 2
Extraccién de 7x.(x—=20)=0 2x2 + 3 =0
Factor Comun: Ty = 0 5 ) 1 0
Incompleta h XX+ 25X =
P ax’+bx=0 6 3
. 1
del tipo: ( _) _
X.(aX+b)=0 x—20=0 2x x+3 0
ax’+bx=0 _
De cada una de estas 2x=0
Recordar que si ] ] o
ecuaciones se obtiene
m.n=0
una solucion. x+§= 0
...entonces
m=006n=0 Soluciones: Soluciones:
o ot
x, = 20 Y2 =

Ejercicio 4:
Resuelve las siguientes ecuaciones cuadraticas incompletas:

a) —5x2+x=0 b) §x2—§x=0 c) %x2=4x d)—xz—%sz

iPara leer y recordar!
Toda ecuacion de segundo grado puede expresarse

como producto de factores una vez conocidas sus soluciones, de la siguiente manera:
a(x-xi)(x-x2)=0

Esta expresién se denomina: forma factorizada de la ecuacidn cuadratica.

Ejemplos:

Se muestra la forma factorizada de algunas de las ecuaciones dadas en los ejemplos anteriores:

Ecuacion cuadrdtica Soluciones Forma Factorizada
x2+9=0 {x1=3i (x—3i)(x+3i)=0
.xz = _3i
3 — 3
—=x2427=0 {xl—\/1_8 —= (x—V18)(x+V18) =0
2 xz = _\/ﬁ 2
7x% —140x =0 {x1=0 7x(x—20)=0
.xz = 20
2 x =0 2x(x+6)=0
2 I 1
2x +3x—0 {x2=—6
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Ejercicio 5:

Expresa en su forma factorizada a las ecuaciones cuadraticas resueltas en los ejercicios 3y 4.

Ejercicio 6:
i) Resuelve las siguientes ecuaciones cuadraticas incompletas.

ii) Escribe la forma factorizada de cada ecuacion.

a)X2+11=0 b) 4X2'9:O c) _2x2_lx=0
2
d)8x*+16x=0 e) X221y f) 3x*—4x=12x+ x?
6
Ejercicio 7:

Resuelve los siguientes problemas planteando ecuaciones cuadraticas incompletas.
a) Ladiferencia entre un nimero positivo y la mitad de su cuadrado es 0. ¢ De qué numero se trata?
b) El anterior del doble del cuadrado de un nimero positivo es 7. ¢ Qué numeros verifican esta igualdad?
c) El producto de un nimero negativo por su tercera parte es 27. Calcula dicho niumero.

d) Halla los nimeros reales tales que el doble de su cuadrado mas la mitad de su triple es igual a 0.

TResolucidn de Ecuaciones Completas

Las soluciones x1 y x, de una ecuacion de segundo grado completa se obtienen a

través de la conocida férmula de Bhaskara reemplazando los coeficientesa, b, ¢

—b+b* —4ac —b-+b* —4ac

en las siguientes expresiones: x;= —m———, X2 =
2a 2a
- . —b++/b* -
Escribimos, en forma abreviada: X1,X2= u
2a
Ejemplo 1:
a=?2
Resolveremos la ecuacion cuadratica completa: 2x% — 6x — 8 = 0 cuyos coeficientes son {b = —6
c=-8
Recordemos que, al ser completa la ecuacién cuadratica, todos sus coeficientes son distintos de cero.
) ; —btvb2—4ac
Aplicamos la férmula de Bhaskara:  x;,x, = .
a
—(=6) +/(=6)> —4. 2.(-8)
¥1.%2 = 2.2
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6436 + 64  6%+100

X1,X
1,%X2 4 4
Y = 6+10 16 4
610 M1 T =
X1,X2 =7 6-10 _ —6 3
xz = — = — -
4 2
X1 = 4
Luego las soluciones son: 3
Xy = —=
2
Ejemplo 2:
. .. " x+1
Obtendremos las soluciones de la ecuacién cuadratica —ax% —x =15 — >

Primero, realizamos los pasos algebraicos necesarios para identificar sus coeficientes.

2 5 x+1
—x“—x=5-—
2
) 10— (x+1)

2(=x2—x)=10—(x+1)
—2x?-2x=10—-x—-1
—2x%2—-2x+x+1-10=0
—2x2—x-9=0
(—D(2x*+x+9)=0

2x24+x+9=0

Donde podemos reconocera a-=...... , b=.... , C=
. , ) 1 71, 1 71,
Aplicando la férmula de Bhaskara, las soluciones son:  x;= — Z + Tl y Xp= ——— Tl
Ejercicio 8:
i) Resuelve las siguientes ecuaciones cuadraticas completas.
ii) Escribe su forma factorizada.
a) 2x2+4+4x+2=0 b)2x2+x—-3=0 )x’+x—-6=0
dx+x2+1=0 e)(x +2)2=x+2 f)Vvx2+3x+7=5

El siguiente ejemplo muestra cémo resolver problemas que implican plantear ecuaciones de segundo grado.

Ejemplo:
La suma del drea de un cuadrado mas su perimetro es 60. ¢ Cudnto mide el lado del cuadrado?
- Sillamamos x a la longitud del lado del cuadrado, su drea es x*> y su perimetro es 4x.

- Lasuma del drea del cuadrado mas su perimetro es 60, es decir: x? + 4x = 60
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- Resolvemos la ecuacion x*+4x -60=0.

-4+ 256 -4+16

- Obtenemos que las raices son xi1; = 5 = 5

Asi, las soluciones de la ecuacidn son x1=6 y x2=-10
Ambas soluciones verifican la ecuacion, pero Unicamente x; = 6 es solucién del problema pues la longitud no

puede ser negativa.

Ejercicio 9:
Resuelve los siguientes problemas planteando ecuaciones cuadraticas completas.
a) Sabiendo que x =2 es una solucién de x2 — 3x + k = 0, determina el valor de k.
b) Six=3esunade las soluciones de x> — kx + 6 = 0, ¢Cuanto vale k?
c) Lasuma de un nuimero positivo y su cuadrado es 42. Halla dicho niumero.
d) Lasuma de los cuadrados de dos nimeros consecutivos es 5. Encuentra dichos niumeros.
e) Determina las dimensiones de un rectdngulo, sabiendo que su drea es 405 cm? y su perimetro 84 cm.
f) Encuentra dos nimeros consecutivos cuyo producto es 380.
g) Un jardin rectangular de 50 m de largo por 34 m de ancho esta rodeado por un camino de ancho

uniforme. Halla el ancho de dicho camino si se sabe que su drea es 540 m?.

La fdrmula de Bhaskara, presentada en este mddulo como el método de resolucion
de las ecuaciones cuadraticas completas, puede aplicarse también al resolver
ecuaciones de segundo grado incompletas.

Es un método general.

Asi, el diagrama que clasifica las ecuaciones de segundo grado se completa con las maneras de resolverlas,

de la siguiente manera:

Incompleta Completa
I T I
) b=0
p=0 (b0 {ezo
c+0 =0 |
Se despeja la incognita Se extroe foctor Férmula de Bhashara
teniendo en cuenta gue comin. Se aplica
— . =0 | X
Va? = x m-06n=0 —byb’ —dac
¥
2a
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Ejercicio 10:
i) Resuelve las siguientes ecuaciones de segundo grado.

ii) Escribe su forma factorizada.

a) —x®2+4x—-7=0 b) (x +3)2=9 (x—=5x+1)+5=0
d (x—2)%=—4x+2x> e x2;3x_ 5 = x"f‘) f) B3x +2)(3x — 2) = 77
g) —3(x+1)?=-12 h)2x(x —1) -3 =x—3x — 2 )x.(4—x)=5

Ejercicio 11:

Resuelve las siguientes ecuaciones, sustituyendo convenientemente la expresiéon u = x?2.

a) x*+7x2+10=0 b) x*—5x2+4=0 ) V2x2+1=x%2-1

Ejercicio 12:

Calcula el perimetro de las figuras, sabiendo que el drea de cada una es igual a 14 cm?.

X+5cm
a) b)
x X
X X
c) d) :
Xx—1cm :
x=1cm I
Ejercicio 13:

Resuelve los siguientes problemas que implican el planteo de ecuaciones cuadraticas.

a) Dentro de 11 afios, la edad de Marcela sera la mitad del cuadrado de la edad que tenia hace 13 afos.
Calcula la edad actual de Marcela.

b) En cada esquina de una plancha de cartén cuadrada, se recorta un cuadrado de 5 cm de lado. Doblando
hacia arriba las solapas generadas, se forma una caja cuyo volumen es de 1280 cm?. Halla el lado de la
plancha de cartén antes de ser recortada.

c) Loslados de un tridngulo rectangulo tienen por medida, en cm, tres nimeros pares consecutivos. Halla los
valores de dichos lados.

d) Un poste de luz de 7 metros se rompe a una cierta altura del suelo y al doblarse, la punta libre del trozo

roto cae a 3 m de la base del poste. éA qué altura se rompié?
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El Discrimihante

Recordemos la formula de Bhaskara: x1, x2 =

2a

—b+b* —4ac

La expresidn b’>— 4ac del radicando, se llama discriminante y se simboliza con la letra griega A.

El discriminante permite clasificar las soluciones de una ecuacidn de segundo grado:

Ejercicio 14:

Si A >0, la ecuacidn tiene dos raices reales y distintas.

Cuando A <0, la ecuacién no tiene raices reales; tiene dos raices complejas conjugadas.

Si A =0, la ecuacidn tiene una Unica solucién real; diremos que es una raiz doble.

Sin resolverlas, indica el tipo de solucién de las siguientes ecuaciones de segundo grado.

a) x2-2x+1=0
d)x% +2x=-3

e) 2x—1)%2=0

b) 6+x%2=0

c) x2+2-x=0
fo—x2=0

A continuacidn, se muestran ejemplos donde se verifican los tipos de solucidn en funcién del discriminante:

x*-5x+ 6=0
A= b?—4ac
A= (-572-4.16
A=1
A>0

Cuando A >0, la ecuacion tiene
dos raices reales y distintas.

5+4/25-24
Xy, Xp= Z— 7% 7

xX*-2x+5=0
A= b? - 4ac
A= (-2)2-4.1.5
A=-16
A<O0

Cuando A <0, la ecuacidn no
tiene raices reales; tiene dos
raices complejas conjugadas.

X1,X2 = u

2
+4/-16
X1, X2 =
2
2+ 44
X1, X2 =
2

9x*+6x+1=0
A= b?—-4ac
A= (6)*—4.9.1
A=0

Cuando A =0, la ecuacion tiene
una Unica solucién real; diremos
que es una raiz doble.

= ~0EV36-36
' 2

X1=-3, X2= -3

El discriminante también se aplica en la resolucion de situaciones problematicas:
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Ejemplo:
Dada la ecuacién x?-12 x+ ¢ =0, queremos hallar los valores de ¢ para que las dos raices de la ecuacidn
sean reales y distintas. Entonces: A =b?—4ac

A=(-12)2-4c A= 144 - 4c.
El valor del discriminante en este caso es A = 144 —4c
Para que las dos raices sean reales y distintas, debe ocurrir que el discriminante sea mayor que cero.
Luego 144 — 4¢ >0, es decir ¢> 36.

De este modo, x2 - 12 x + 39 es un ejemplo del tipo de ecuacién que se pide.

Ejercicio 15:
Resuelve los siguientes problemas aplicando el discriminante:
a) Dadalaecuacién x*-(m+2)x+10=0, halla los valores de m para que las dos soluciones de dicha
ecuacion sean iguales.
b) ¢éQué valores debe tomar w para que la ecuacidn 2x*>— x — w = 0 no tenga raices reales?
c) Hallalos posibles valores de k para que la ecuacidn k x> — x — 1 = 0 tenga dos soluciones reales y

distintas.

Completar Cuadrados
El procedimiento de Completar Cuadrados proporciona otra manera de resolver y de expresar ecuaciones de
segundo grado. Recordemos el ejemplo dado en la primera pagina de este médulo:
(x+3)2=x>+6x+9
Recordemos asimismo, que ambos miembros de esta igualdad muestran dos maneras diferentes de escribir el
area de un cuadrado de lado igual a: x + 3.

Supongamos ahora, que sélo tenemos los siguientes términos que integran esta igualdad: x? + 6x

Geométricamente, representamos estos términos como: v 3
- un cuadrado de area: x2
- ydosrectangulos, cada uno de areaiguala 3x: T z? 3
x*+2.(3x) =
x* + 6x
3 3z

cQué “falta” sumar a esta expresion para completar el cuadrado de lado igual a x + 37?

Curso de Apoyo en Matematica Pagina 126



Respuesta:

De lo trabajado en la situacidn inicial de este mddulo, P 3
sabemos que sumando 9 logramos “completar el cuadrado”, porque
x*2+6x+9=(x+3)?
€T 562 3
En otras palabras: se suma el valor del area del
cuadrado rayado en la figura, que en este caso es 32 = 9. 3 3z %/
61\ 2
Observemos asimismo que 9 = 3% = (E)
b
En general: Cémo Completar Cuadrados * T 2
2 b)?
Para hacer que x= + bx “complete el cuadrado”, se suma (E) :
es decir, la mitad del coeficiente que acompaiia al término x. T x? 9 T
2
2 2
x2+bx+(2> = (x+2)
2 2
Notemos que, en esta expresion cuadratica, a = 1. b b T
2 2

Como resolver ecuaciones cuadraticas Completando Cuadrados

Ejemplo 1:
x*—8x+13=0 Ecuacion dada
x* —8x=-13 Resta 13 miembro a miembro (m.a.m)
2 _ _ _ a2
x Bx + 16 13+16 Completa el cuadrado: suma m.a.m (78) =16
(x—4)2=3
lx—4| =3 Aplica raiz cuadrada m.a.m
x1=4+V3 ; x,=4-3 Soluciones
Ejemplo 2:
Se trata de un caso donde a + 1
3x2+12x -6 =0 Ecuacién dada
3x*+4x-2)=0 Extrae factor comun: a (en este caso, a = 3)
x> +4x-2=0 Divide m.a.m por a
x> +4x =2 Resta 2 m.a.m

L Extraido de: Stewart, J. y otros. (2012) Precélculo, Matematicas para el célculo. Cengage Learning, p.48.
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, B a2
x*+4x+4=2+4 Completa el cuadrado: suma m.a.m (—4) =4

2
(x+2)?%=6
x+ 2| =6 Aplica raiz cuadrada m.a.m
X1=-2+V6 ; x,=-2-6 Soluciones

Ejercicio 16:
Resuelve las siguientes ecuaciones cuadraticas completando cuadrados.
a) x!—6x—-16=0 b) x2 +2x =3 x?—4x+2=0 d) x% + 3x =

e) 3x2—6x—1=0 f)l—x2—-3x—1=0 g)4x>2—x=0 h)x? =x—

wlm BRI

|l w

iPara leer y recordar!
Toda ecuacion de segundo grado puede expresarse

de la siguiente manera, siendo h, kK nimeros reales:
a(x-h)?+k=0

Esta expresién se denomina: forma candnica de la ecuacién cuadratica.

Ejemplos:

Se muestran a continuacion las formas candnicas de las ecuaciones resueltas completando cuadrados en los

ejemplos.
Ecuacion dada Forma candnica
(luego de completar cuadrados)
x*—8x+13=0 (x—4)??-3=0
3x2-12x+6=0 (x+2)2-6=0
Ejercicio 17:

Expresa las ecuaciones cuadraticas del ejercicio 16 en su forma candnica.

Para cerrar este médulo, en el siguiente diagrama se muestran las tres formas de expresar una ecuacién

cuadratica: forma polindmica, forma factorizada y forma candnica; junto con los métodos para obtenerlas.

ax +bx+c—

Bhaskara Completar
Cuadrados
Desarrollo
Propiedad del cuadrado

Distributiva de Binomio
[(x x1)(x — xz)— a(x h)? + k= [ﬂ
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FUNCION CUADRATICA

Las funciones cuadraticas permiten modelizar situaciones referidas a distintas dreas del conocimiento, desde
tiempos remotos. En la Antigliedad, los griegos las trabajaban en un método geométrico que involucraba la
representacién de cuadrados y rectangulos.

En el siglo XVII, luego de que Johannes Kepler (1571 — 1630) expusiera las leyes que rigen los movimientos de
los planetas, los astronomos descubrieron que las drbitas de planetas y cometas respondian a modelos
cuadraticos. Actualmente, las funciones cuadrdticas modelizan situaciones en el campo de la Fisica, la Biologia,

la Economia, la Astronomia, la Comunicacidon y la Geometria, entre otros. 2

iPara leer y recordar!
Definicion:
Llamamos funcion cuadrdtica o de segundo grado a toda funcién de la forma
y=f(x) =ax*+bx+c

..con a,b, c eRya=0.

- El dominio de esta funcién es el conjunto de los nimeros reales: R

- La expresién aqui definida se denomina forma polinémica de la funcién cuadratica.

En ella, cada término tiene un nombre:

2 se denomina término cuadrético

- ax
- bx eseltérmino lineal

- C es el término independiente.

TRepresentacCion Grafica Y Elementos de una Funcion Cuadratica

La representacidn grafica de una funcidn cuadratica es una curva llamada parabola.
En ella, identificamos los siguientes elementos de toda funcién cuadratica:
- Las raices son los puntos donde la funcién intersecta al eje de abscisas (eje x).
- Laordenada al origen es el punto donde la funcién intersecta al eje de ordenadas (eje y).
Coincide con el término independiente en la forma polindmica de la ecuacion cuadratica: 0. 0 = (0, c)
- El vértice es el punto donde la funcién alcanza un extremo: puede ser un maximo o un minimo.

- El eje de simetria es una recta que pasa por el vértice y es paralela al eje de ordenadas.

2 Camuyrano, M. y otros (2000). Matematica I. Modelos matematicos para interpretar la realidad.
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A continuacidn, presentamos la parabola: es decir, la curva que representa una funcion cuadratica.

Y I
Eje dg Simetria
|

Ordenada

al Origen,

Raiz

T

Eje de
Ordenad_a:s | V= (XVe YV)

: Vértice

5 6
Eje de
Abscisas

Mas informacion en la RepresentacCion GrafiCa de la Funcion Cuadratica...

Es posible, ademas de los elementos ya identificados, “leer” mas informacion en la parabola que representa

graficamente a una funcidon cuadratica. Lo mostraremos a través de los ejemplos siguientes.

Ejemplo 1:

Se tiene la siguiente grafica de una funcidn cuadratica f, donde es posible identificar:

- Conjunto Dominio de f (Dom f): R

- Conjuntolmagendef (Imf): [—4;+)

- Ordenada al origen (0.0) : (0; 5)

- Raices: (1;0)y(5;0)

- Conjunto de Positividad C*: (—o0; 1)U(5 ; +0)
- Conjunto de Negatividad C: (1; 3)

- Eje de Simetria: x =3

- VérticeV: (3;-4) en este caso es un minimo
- Intervalo de Decrecimiento IC: (—o ; 3)

- Intervalo de Crecimiento ID: (3;+0)

B R B R R N TSR I =,

Curso de Apoyo en Matematica

Pagina 130



Ejemplo 2:

En esta grafica de otra funcién cuadratica g, es posible identificar:

- Conjunto Dominio de f (Dom f): R

- Conjuntolmagendef (Imf): (—oo; 4]
- Ordenada al origen (0.0) : (0; 3)

- Raices: (-1;0)y(3;0)

- Conjunto de Positividad C*: (—1; 3)

- Conjunto de Negatividad C: (—o0; —1)U(3; +)

-  EjedeSimetria: x =1
- VérticeV: (1;4) en estecasoesun maximo
- Intervalo de Decrecimiento IC: (1;+)

- Intervalo de Crecimiento ID: (—o0;1)

Ejercicio 1:

A partir de las gréficas de las siguientes funciones cuadraticas, identifica: Dominio, Imagen, 0.0, raices,

conjunto de positividad, conjunto de negatividad, eje de simetria, vértice, IC, ID.

a) v b) v

e) ¥ f)

c)

g)

d)

h)
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[La Funhcion Cuadratica Elemental: Y = %2

La funcién y = f(x) = x? es llamada Funcién Cuadratica Elemental. Vamos a analizarla:

v" Sabemos que su dominio es Dom f: R.

v" |dentifica sus coeficientes: a = ...... ,b=....

v" Para graficarla, completa la siguiente tabla, marca los puntos de la misma en los ejes coordenados y

traza en el sistema de coordenadas proporcionado, la parabola que los contiene:

X

-2 -1 1

2

0 1 1 2

2

f(x)

v' Como el cuadrado de todo nimero real

es no negativo, entonces Im f: ..............

RN N NN

o.0=raiz=V=.......

Eje de simetria: .............

Conjunto de Positividad C*: .............
Conjunto de Negatividad C": .............
Intervalo de Decrecimiento IC: ............

Intervalo de Crecimiento ID: ...........

Observa en particular, los puntos (-1 ; 0) y (1; 0). Ambos pertenecen a la funcién cuadratica elemental, y

tienen la misma imagen. Graficamente, en la pardbola se encuentran a la misma distancia del eje de simetria.

En general, definimos:

Dos puntos que pertenecen a una funcion cuadratica f(x) y que equidistan del eje de simetria de

f(x), tienen la misma imagen y se denominan puntos simétricos.

Ejercicio 2:

Considerando la funcién elemental f(x) = x? :

i) Calcula: a)f(—4)

o) £(3)

o) fF(V7)

ii) Indica, si es posible, los valores de x para los cuales:

a) f(x) = 100

iii) ldentifica dos pares de puntos simétricos en f(x).

b) f(x) =5 c)f(x)=-4

d) f(x) = f(5)
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Ejercicio 3:
Para cada una de las siguientes funciones:
gx) = —2x? + 4x h(x) =x?-2x+1

flx)=x2-1
t(x)=x2+x_6 s(x)=—Zx2

mx) = —x?+2x—3

a) Indica los valores de los coeficientes a, by c.
b) Confecciona una tabla de valores con al menos cinco puntos, y al menos un par de puntos simétricos.

c) Grafica las parabolas que las representan.

Ejercicio 4:
a) ¢Cual es el Unico punto de una parabola que es simétrico a si mismo con respecto al eje de simetria?

b) Siel eje de simetria de una pardbola fuera y = 3, ¢ podriamos decir que dicha curva representa una

funcién cuadratica? Justifica tu respuesta.
Una parabola pasa por los puntos simétricos (-1, 3) y (-5, 3). Escribe la ecuacion de su eje de simetria

c)

VariacCion del coeficiente “a“ en la Funcion Cuadratica

Vamos a estudiar las distintas curvas que se obtienen cuando varia el coeficiente cuadratico “a”

Observa los respectivos graficos de las funciones f(x), t(x), s(x), p(x) y k(x) y completa los espacios en blanco

\ ‘l‘ 4 L ,l
\ Yy H
— 2 — \ / /
fx)=x A= e € I , ; ,
\ v i /
\ \b(a) H /
1
t(x) = 2x? A= oo Yy [
\\ ‘\ ! /
I
\ Lt 1 1 /7
1 N ‘\ ,' /
s(x) =.... x? a=- M | @
3 2 1 4 3 1 2
’ A €T
1 \
2 L \
p(x) = —x a= p)f s \
’ [}
l" ’ k( )‘“
vl
k(x) = —2x? a=-2 ! |
1 3 [
1 (]
H \
Escribe tus conclusiones en el siguiente cuadro: ! . s
iPara leer y recordar!

v’ Elsigno de a indica hacia dénde se dirigen las ramas de las parébolas:

Si a es positivo, las ramas van hacia ............. y el vértice es un minimo.

Si a es negativo, las ramas van hacia abajo y el vértice es un ...............

v El valor absoluto de a modifica la abertura de las parédbolas:

Cuanto menor es |a|, la parabola es mas abierta

Cuanto mayor es |a|, la parabola es mas
Pagina 133
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Ejercicio 5:
Considera las funciones f(x) = 3x%y g(x) = —%xz , Yy para cada una de ellas:
a) Indica los valores de los coeficientes a, by c.
b) Indica, sin graficarlas, hacia dénde se dirigen las ramas, los intervalos de crecimiento y decrecimiento,

y si el vértice es un maximo o un minimo.

Ejercicio 6:

Dadas las parabolas: 1)y =2x? My=2x*-3  M)y=-1/2x2%-x+1 IV) y =5(x+2)2
a) éCual es la Unica pardbola cuyas ramas se abren hacia abajo?

b) éCudles tienen igual abertura?

¢) ¢Cudl es la mas cerrada?

Desplazamiento Vertical de la Funcion CuadratiCa

En este apartado, estudiaremos cémo se modifican la representacion grafica, la expresion algebraica y las

propiedades de la funcién elemental f(x) = x? al desplazar la misma en forma vertical.

Si trasladamos la gréfica de f(x) dos unidades Si ahora trasladamos la grafica de f(x) tres
hacia arriba, obtendremos la grafica de la funcién unidades hacia abajo, obtendremos la grafica de la

gx) = x? + 2. funcién h(x) = x? — 3.

—— -
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Ejercicio 7:

Completa la siguiente tabla teniendo en cuenta las funciones mostradas anteriormente:

y=x% y=x>+2 y=x’-3

Ordenada al Origen
Vértice V: (Xv; Yv)
Conjunto Imagen : Im f
Eje de Simetria

Intervalo de Crecimiento
Intervalo de Decrecimiento
Raices

Conjunto de Positividad
Conjunto de Negatividad

iPara leer y recordar!

El desplazamiento vertical de una funcién cuadrdtica:
v' Deja invariantes el eje de simetria, la abscisa del vértice (Xv) y los intervalos
de crecimiento y decrecimiento.
v" Modifica las raices y ordenada al origen, los conjuntos de positividad

y negatividad, la ordenada del vértice (Yv) y el conjunto Imagen.

Ejercicio 8:
Dados los siguientes desplazamientos verticales de la funcién cuadratica elemental, realiza sus graficas y en

ellas, identifica: Dominio, Imagen, 0.0, raices, C*, C", Eje de Simetria, Vértice, IC, ID.

a) gix)=x%+1 b) h(x) = x? — 4 c) f(x) = x? se desplaza dos unidades hacia abajo.
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Desplazamiento Horizontal de la Funcién Cuadratica

¢Qué ocurrira al desplazar la funcién elemental f(x) = x2 en forma horizontal?

Si trasladamos la gréfica de f(x) dos unidades hacia  Si trasladamos la gréafica de f(x) una unidad hacia

la derecha, obtendremos la grafica de la funcién la izquierda, obtendremos la grafica de la funcidn
m(x) = (x — 2)% s(x) = (x + 1%
_____ 2\ - S——— 51
y
Yy 4
..... 34 - f(z) =z
fz) = a*
- - 2 --
-___j_é - -
- 1ie - =
1
€T
L ¥ L — " T
) A o1 2 3 + -3 -2 - 0 1 2
m(z) = (xz — 2)° s(x) = (x+ 1)2
o ]

Ejercicio 9:

Completa la siguiente tabla teniendo en cuenta las funciones mostradas anteriormente:

y=x y=(x-2f |y=(x+1]

Ordenada al Origen
Vértice V : (Xv, Yv)
Conjunto Imagen : Im f

Eje de Simetria

Intervalo de Crecimiento
Intervalo de Decrecimiento
Raices

Conjunto de Positividad
Conjunto de Negatividad

El desplazamiento horizontal de una funcion cuadrdtica:
v' Deja invariantes la ordenada del vértice (Yv) y el conjunto Imagen.
v" Modifica las raices y ordenada al origen, los conjuntos de positividad y negatividad,

la abscisa del vértice (Xv), el eje de simetria y los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
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Ejercicio 10:
Dados los siguientes desplazamientos horizontales de la funcién cuadratica elemental, realiza sus graficas y en
ellas, identifica: Dominio, Imagen, o.0., raices, C*, C", Eje de Simetria, Vértice, IC, ID.

a) glx)=(x—2)2 b) h(x) = (x + 3)? c) f(x) = x? se desplaza una unidad a la derecha.

Desplazamientos Combinados de la Funcion CuadratiCa

Si f(x) = x? se desplaza una unidad a la derechay  Si f(x) = x? se desplaza tres unidades a la izquierda
dos unidades hacia arriba, se obtiene la grafica de y una unidad hacia abajo, se obtiene la grafica de

tx)=(x—2)?%2+1 gx)=(x+3)>-1

rlz)=(x+3) -1

flx) =a 2
3
2 t(z) sf(z — 2)* +1 14
flz) = «*
1 T T T T T
I 1 unidad -5 — -3 -2 -1 I 0 1 2
' 1 1unidad T
----- Jﬁ%—ﬁ
2 -1 [1] I' 2 3 4 sy | eyammamEmm=—-—-
2 unidades z 3 unidades

Ejercicio 11:

Completa la siguiente tabla teniendo en cuenta las funciones mostradas anteriormente:

y =x? y=(x-2P+1 |y=(x+3)*-1

Eje de Simetria
Vértice V : (Xv; Yv)
Conjunto Imagen : Im f

Ejercicio 12:
Escribe la expresién algebraica correspondiente a los siguientes desplazamientos de f(x) = x2.
a) 3 unidades hacia arriba y 4 unidades hacia la izquierda.
b) Media unidad hacia abajo y una unidad hacia la derecha.
c) Dos unidades hacia la derecha y 1,5 unidades hacia abajo.
Ejercicio 13:
Indica cual fue el desplazamiento aplicado a la funcién cuadratica elemental para obtener cada una de las

siguientes expresiones algebraicas:

a) y=(x—5)2 b)y=(x+4)2—§ Qy=2x%+25

Ejercicio 14:

Grafica las funciones del ejercicio anterior, sefialando en cada caso el vértice y el eje de simetria.
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Ejercicio 15:

Escribe la expresién de la funcién que resulta de trasladar el vértice de y = x? al punto (2 ; 1).

Fortma Canhodnica de la Funcién Cuadratica

iPara leer y recordar!
La expresidn algebraica obtenida luego de aplicar

desplazamientos a la funcién cuadratica elemental se denomina forma canédnica:

y=f(x)=a(x—h?+k

v La forma candnica proporciona la siguiente informacién sobre la funcién cuadratica:
- el valorysigno de la abertura a
- las coordenadas del vértice V= (h ; k)

- la ecuacién del eje de simetria x = h.

Ejercicio 16:

Sin realizar calculos, determina el valor de a, el vértice y la ecuacion del eje de simetria de las siguientes
funciones cuadraticas dadas en su forma candnica:

a) y=x-2)*-4 b)y = (x +3)% +2 y=3x2+5
d y=2(x-2)> e)y=%(x+1)2—3
Ejercicio 17:

Escribe la forma candnica de las pardbolas representadas en el ejercicio 1 de este médulo, suponiendo que
a=1o0a=-1, segun corresponda.

Ejercicio 18:
Escribe la forma candnica de las funciones cuadréticas que tienen la misma abertura que f(x) = x? y cuyo
vértice es:

a) (2;3) b) (-5;4) c)(1;-5) d)(-4;-6)

Ejercicio 19:
Halla en cada caso, el valor del coeficiente a de la funcidén cuadratica :

a) Su grafico pasa por el punto (1, - 1) y su vérticees V = (- 2, 3).
b) SuvérticeesV = (—%, —2) y una de sus raices es x = 3.

c) Sugrafico intersecta al ejey en (0, 3) y su vérticeesV = (1, 2).

d) ElvérticeesV=(-2,1)ylaordenada al origen es 4.
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v" Para expresar una funcién cuadratica en su forma polindmica, a partir

de la forma candnica: se desarrolla el cuadrado aplicando propiedades algebraicas.

v" Para expresar una funcién cuadratica en su forma candnica, a partir
de la forma polindmica: se aplica el método de completar cuadrados.

Forma Candnica Desarrollo del Forma Polinémica

Cuadrado de Binomio

Completar
Cuadrados

Ejercicio 20:
Expresa en su forma polindmica las funciones cuadrdticas que han sido representadas en el ejercicio 1y
retomadas en el ejercicio 17 de este médulo.

Ejercicio 21:
Escribe en su forma polindmica las funciones cuadraticas del ejercicio 16.

Para hallar las coordenadas del vértice de una funcion cuadrdtica a partir de su forma polinémica:

b

v La abscisa del vértice se obtiene aplicando la formula: xy = — 2a

v La ordenada del vértice se obtiene reemplazando la abscisa Xv en la funcién: yy = f(x,,)

Ejercicio 22:
Halla el vértice y la ecuacidn del eje de simetria de cada una de estas parabolas.
a) y=2x2—-6x—1 b) y=-3x2+2x+9 c)y=(05x?>-3x+1 d)y=2x2+5

Ejercicio 23:
Expresa las siguientes funciones cuadraticas en su forma candnica:
a) y=x?+x b)y =x?+2x—1 c)y =2x —x?
d y=x*—6x+1 e)y=—-x%+4x+3 f)y =3x% —12x + 13
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Aplicacion de la Funcion Cuadratica en la Resolucion de Problemas de maximos ¥y minimos

A continuacidn, se mostrardn algunos ejemplos de situaciones problematicas que se modelizan planteando

una funcion cuadratica y hallando su vértice, que puede ser un maximo o un minimo.

Ejemplo 1:

Entre todos los nUmeros enteros cuya resta es 100, determinar el par cuyo producto es el menor posible.
¢Cuanto vale este producto minimo?

Sean x e y estos numeros. Sabemos que x - y=100. Luego x-100=y.

Entonces, su producto es: P=x.y=x.(x—100)

P(x) = x*—100x

Esta es una funcidn cuadratica expresada en su forma polinémica, donde a = 1, b =— 100, ¢ = 0.
Observemos que el signo del coeficiente a es positivo, luego la funcidn cuadratica tendra un valor minimo en

su vértice. Para hallar las coordenadas del mismo, aplicamos las fdrmulas correspondientes:

_ b
V=0
-100
Xy = —m =50
Cuando x = 50, entonces y =50 — 100 = - 50.
Y el valor minimo de P(x) es vy = P(xy)
Yy = 502 — 10050

Ejemplo 2:
Los ingresos mensuales de un fabricante de zapatos estdn dados, en pesos, por la siguiente funcion
f(x) = 1000x — 2x2 donde x : es la cantidad de pares de zapatos que fabrica en el mes. ¢Qué cantidad de pares

debe fabricar mensualmente para obtener el mayor ingreso? ¢Cual es el monto de ese ingreso maximo?

Observemos que el signo del coeficiente a es negativo, luego la funcién cuadratica tendra un valor minimo en

P . . b
su vértice. Hallamos entonces la abscisa del mismo: x, = ~%a
1000
Xy = — = 250
v 2.(-2)

Luego, para obtener el mayor ingreso posible el fabricante debera confeccionar 250 pares de zapatos al mes.

La ordenada del vértice es : vy = f(x,)
yy = 1000 (250) — 2(250)?
yy = 125000

Es decir, que la ganancia maxima mensual es de $ 125.000.
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Ejercicio 24:
Resuelve los siguientes problemas planteando una funcién cuadratica y hallando, segln corresponda, su
maximo o su minimo.
a) Sila diferencia entre dos nimeros es 6, éicudles deben ser los nUmeros para obtener el producto
minimo? ¢Cual es ese producto?
b) ¢Cual es la maxima superficie que se puede delimitar con una soga de 100 m de largo dispuesta en
forma rectangular sobre el piso?
c) Laaltura en metros (m) alcanzada por una pelota que es lanzada verticalmente hacia arriba, en
relacidn al tiempo t, estd dada por la siguiente funcién: h(t) = - 3 t> + 24 t. Encuentra el tiempo de
altura maxima, y el valor en m de dicha altura.

d) Determina dos nimeros positivos cuya suma es 100 y la suma de sus cuadrados es minima.

Las Raices de la Funcidn Cuadratica

Recordemos la definicién de ceros o raices: se trata de aquellos puntos de la funcidon donde la abscisa es nula.
Otra manera de expresarlo es: aquellos puntos donde la grafica de la funcidn intersecta el eje x.
Para hallar las raices de una funcidn f(x), se plantea f(x) = 0 y se despeja, si es posible, los valores de x que

verifican esta ecuacion.

Para hallar las raices de una funcién cuadrdtica a partir de su forma polindmica se plantea

f(x)=0
ax?+bx+c=0

Es decir: se plantea y se resuelve una ecuacion cuadratica.

Se tienen tres situaciones posibles para clasificar las raices de una funcidn cuadratica. Para hacerlo
recordemos, del mdédulo de Ecuacion Cuadratica, la definicidn de discriminante: A = b’>- 4ac.
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Asimismo:

Cuando A >0, la funcion tiene
dos raices reales y distintas.
Ejemplo:

=-x*-3x

A=b’~-4ac=1>0

/3 2 1 0 1
-1

La parabola “cruza” el eje x.

Ejercicio 25:

Cuando A <0, la funcidn tiene dos
raices complejas conjugadas.
Ejemplo:

y=2+x+1

A=b*~-4ac=1-8=-7<0

4

La parabola no toca el eje x.

Cuando A =0, la funcion tiene una
Unica raiz, diremos raiz doble.
Ejemplo:

y=x*-4x+4
A=b~-4ac=16-16=0

La pardbola se posiciona

sobre el eje x.

Halla el nimero de puntos de corte con el eje x que tienen las siguientes funciones cuadraticas:

a) y=2x*2—x+3
d y=-x*-6x—9

Ejercicio 26:
Marca una X donde corresponda:

b)y =x?—-2x+1
e)y=-3x2-7x—-3

o)y ="7x—x?

f)y=2x?+3

Funcion Signo del Discriminante | Tipos de Raices
A>0 | A<0 | A=0 Reales distintas | Reales iguales | Complejas
y =x?+5x -14
y = x? +10x + 29
y= -x*-3x
y=(1/3)x*-2x+3

Como graficar la Funcion CuadratiCa a partir de su Forma Polindmica

En los siguientes ejemplos, realizaremos los calculos previos necesarios y graficaremos una funcién cuadratica

a partir de su forma polindmica.

Ejemplo 1:
y = f(x) =2x*—-5x+2

Al estar expresada en forma polinémica, identificamosa=2,b=-5,c=2.
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- Elvalor de a es positivo, por lo tanto las ramas de la parabola iran hacia arriba.

- Laordenada al origen se lee en el término independiente: 0.0.=(0; 2)

- Para hallar las raices, igualamos la funcionacero: y = f(x) =0

Hemos obtenido una ecuacién cuadratica completa. Recordemos la manera de resolverla:

2x2 —-5x+2=0

X1,Xy = —b+~b*> —4ac
2a
—(=5)++/(=5)2—-4.2.2
XXz = 2.2
5+v25—-16 5++v9 5+3
X1 %2 4 T T4 T T2
X —5+—3=§=2 X1 =2
_)1 4 4 | . )
X1,Xy; = _s3_2_1 .... Luego las raices son: x2=l
X2 =" T172 2

- El cdlculo del vértice se realiza aplicando las férmulas correspondientes para hallar Xv e Yv:

b v =f(xv)

xV:__
?as) i Yy = (%)% + 2%, — 12
Xy = === 5\ _(5
@7 e -5
Yy = 2 2 5 2 +2

25 25 25-50+16_ 9
=g Ty AT 8 ~ 78

Otra forma de hallar Xv en una funcion cuadrdtica con dos raices reales distintas:

Cuando la funcidn tiene raices reales distintas X1 y X3, las mismas equidistan del eje de simetria.

q ;. q xX1+x
Luego, la abscisa del vértice puede obtenerse haciendo Xy = %

Luego V = G; —3)

. 212 1\ (5 5
En nuestro caso, bastaria con plantear Xy = T = E E = Z

La ordenada yy se calcula de igual manera, reemplazando la abscisa hallada en la funcién.

- Finalmente, el eje de simetria (E. S) es una recta paralela al eje y, de ecuaciéon x = 2
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Estamos ahora en condiciones de graficar la funcidn. Recuperemos entonces los elementos calculados:

Valorde a | Positivo (ramas hacia arriba)
(0.0) (0;2)
Raices X1 =2
1
Xp = 2
Vértice (5 9)
V=(>;-2
4 8
E.S o3
4

Ejemplo 2:
y = f(x) = 5x — x? , identificamos a=-1,b=5,c=0.
- Elvalor de a es negativo, luego las ramas de la parabola irdan hacia abajo.
- Laordenada al origen se lee en el término independiente: 0.0. = (0 ; 0)
- Para hallar las raices, igualamos la funcionacero: y = f(x) =0
—x?+5x=0
Hemos obtenido una ecuacién cuadratica incompleta.

Recordemos la manera de resolverla: x(—x +5) =0  entonces x=0 o} —-x+5=0

x1=0

Raices reales y distintas { _
Xy, =5

. ‘ - X1+x 5
- Realizamos ahora el calculo del vértice:  x, = % =3 yy = f(x,)

v=3(-3+5)=%

5 25
Luego V= (— ;—)
24

- Finalmente, el eje de simetria (E. S) tiene como ecuacidona x = >
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Grafico de la funcion:

i (5 2 5) Valor de a | Positivo (ramas hacia arriba)
[ VS il
y ?

. 34 (0.0) (0,0)
1
! Raices {x1 =0
: xz = 5
i Vértice V= (E §>

“] ] 2’4
| E.S L2
=D "2
! 2

24 1
1
1
1
1
1
! X

0 :

0 2 : 4 6
0.0 3| Raiz = (U,O): Raizl= (5,0)

|
1

Asimismo, en el grafico leemos:
- Domf:R

- Imf: (—00,;]
- C* (0,5

- C:(=0,0)U(5,+x)
()

- 1: (3, +oo)

Ejercicio 27:

Y

Asigna a cada una de las parabolas

su correspondiente expresién algebraica.

Fundamenta en cada caso tu eleccion,

con tus palabras.

i) y=§x2+x—2

ii) y=x%-2x+2

iii) y=-x%-2x-3

Ejercicio 28:
Realiza los calculos previos necesarios y grafica las funciones del ejercicio 25.
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Ejercicio 29:
Averigua cual es el punto simétrico del punto (-2 ; -5) con respecto al eje de simetria de la parabola

y =-2x%-16x - 29.
Forma Factorizada de |a Funcion Cuadratica
iPara leer y recordar!

Una vez obtenidas las raices de una funcién cuadratica,

es posible expresar dicha funcién en su forma factorizada:

y=f)=a(x—x)(x~-x3)

v"  La forma factorizada proporciona la siguiente informacidn sobre la funcidon cuadrética:
- el valory signo de la abertura a

- lasraices x1 y Xa.

Ejercicio 30:
Sin realizar calculos, identifica y clasifica las raices de las siguientes funciones cuadraticas.

a) y=2(x—1D(x+3) b)y =5x (x —4) c)y=(x—%)2 d)y = —(x — 2i)(x + 2i)

Ejercicio 31:
Suponiendo que a = 1, escribe la forma factorizada de las funciones cuadraticas que, en cada

caso, tienen las siguientes raices reales:

a) X, = 5 x, = —1 b) X, = \/E X, = —\/E c) X, = % X, = _%
d x; = x =—% e) xq =—% Xy =—% flx, =3—-+V2 x,=3 +2
Ejercicio 32:

Escribe la expresidn de todas las funciones cuadraticas cuya interseccion con el eje x son los puntos (2 ; 0) y
(3;0).

Ejercicio 33:
Escribe la forma factorizada de una funcidn cuadratica tal que:
a) Pasaporlos puntos (0;0),(4;0)y(2;-4).

b) Su ordenadaal origenesy=5ysusraicessonxi=-1y x;=1.

c) Tiene porraicesaxi=-2y X;=-3 y pasa por el punto (0, 6).

v Para expresar una funcién cuadratica en su forma polindmica, a partir

de la forma factorizada: se aplica la propiedad distributiva.

v Para expresar una funcién cuadratica en su forma factorizada, a partir

de la forma polinédmica: se realiza el calculo de sus raices.
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Ejercicio 34:

Expresa en forma factorizada las siguientes funciones cuadraticas:
a) y=23x%—6x

Forma Factorizada

Propiedad
Distributiva

Célculo de
las Raices

b)y = x? —13x + 42

d y=x%+14x +49 e)y = 6x%—

Es posible expresar una funcién cuadratica de tres formas:

24

Forma Polinomica

c)y =2x —x?

f) y=—4x2—3

iPara leer y recordar!

Forma Expresion Informacion que brinda
Polinémica y=ax’*+bx+c az0 a, c:ordenada al origen
Canénica y=a(x-h)p+k az0 a, vértice V=(h, k)
Factorizada y=a(x—x1)(x—xz) az0 a, raices:x: Xz

Ejercicio 35:

Escribe las funciones cuadraticas graficadas en su forma indicada:

a)

Forma polindmica: ..........cccccveveeuenne.

b)
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| Y

Forma Polindmica:.............cceeeuenne.. Forma polindmica: ..........cccevevvvunune.

Ejercicio 36:

Completa la siguiente tabla con las expresiones equivalentes que faltan:

Forma Factorizada Forma Polinémica Forma Candnica

y=-(x-2)(x+2)

y=2x’+4x-6

y=(1/2)(x-4)-8

Ejercicio 37:

Para cada una de las funciones graficadas:

—n

a) Escribe su forma candnica

b) Exprésalas en su forma polindmica

c) Calcula sus raices y exprésalas

en su forma factorizada.
Ejercicio 38:
a) Cierta funcidn cuadratica pasa por los puntos (1;1),(0;0)y(-1; 1). Determina su forma
polindmica.

b) Encuentra la forma polinédmica de una funcion cuadratica que pasa por los puntos A (1,4); B (2, 15)y
cuya ordenada al origenesy = - 1.
c) Halla el valor de b para que la pardbolay = x*> + b x + 3 tenga su vértice en el punto (2, - 1).
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Ejercicio 39:

Se quieren construir cajas de base cuadrada y de altura igual a 20 cm.
a) ¢Cudl serd el volumen de la caja cuando la medida del lado de la base es de 10 cm? ¢Y si mide 2 dm?
b) Escribe una expresion algebraica que relacione el lado de la base con el volumen de la caja.

Ejercicio 40:
Expresa el area del tridngulo equilatero en funcién de su lado x.

Ejercicio 41:
En unaisla se introdujeron 112 iguanas. Al principio se reprodujeron con rapidez, pero al tiempo los recursos
de la isla comenzaron a escasear y la poblacion decrecid. El niumero de iguanas a los t afios estd dado por:
I(t) = —t?+22t+ 112 (t>0).

a) ¢éEn cudntos afios la poblacion de iguanas llegd a su maximo valor?

b) ¢En qué momento la poblacién de iguanas se extinguird?

Ejercicio 42:

iy . 1 -
Halla la ecuacién de la recta perpendicular a la recta —5X = 2 —6y =0 que pasa porel vérticedey =
—x? + 2x. Grafica la recta y la curva en un mismo sistema de coordenadas.

Ejercicio 43:
Halla las rectas paralelas a larectax +y — 2 = 0 que pasan por las raices de la parabola
y = —2x? + 3x + 2 . Grafica la curva y las dos rectas en un mismo sistema de ejes cartesianos.
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POLINOMIOS Y FACTORIZACION

En las unidades anteriores hemos estudiado las ecuaciones de primer y segundo grado.
ax+b=0 a=#0

ax’+bx+c =0 a=#0

Estas son casos particulares de ecuaciones de cardcter mas general, las llamadas ecuaciones polinémicas, y

éstas a su vez de las ecuaciones racionales.

Para estudiar estas ecuaciones sera necesario introducir previamente algunos conceptos como los de
polinomios y expresiones racionales, con sus cuatro operaciones, y la nocion de divisibilidad que ya vimos en

la Unidad 1 para niumeros enteros.

POLINOMIOS

iPara leer y recordar!

Definicion

-Llamamos polinomio a toda expresion de la forma

A X"+ Apa X"+ .+ a1 X+ ao

dondene No y an, Gn1,..,01, 0o SOn nUmeros reales, que denominamos coeficientes.

-Si a,# 0, decimos que el polinomio tiene grado n.

- an es llamado el coeficiente principal.

- el coeficiente ao recibe el nombre de término independiente.

-El polinomio cuyos coeficientes son todos iguales a cero recibe el nombre de polinomio nulo.

- El polinomio nulo carece de grado.
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Ejemplo:

En el polinomio4 x> +3x*-2x3- 1x+1, se tiene que:
2
eGrado — 5

e Coeficientes > 4,3,-2,0,-1,1
2

e Coeficiente principal —» 4
e Término independiente — 1
Operaciohes con Polinomios

A continuacidn mostraremos cémo se pueden realizar las operaciones basicas de suma, resta, multiplicacién y

divisién entre polinomios.

Suma de Polinomios

Calculemos lasumade:p(x) = 3x*+2x+1 y g(x) =5x-7x+8
Una forma practica de realizar esta p (x) - +3x +2x +1
operacién es ordenar los polinomios
+q (x = +5x3 +0x* -7x +8
y escribir uno debajo del otro. q(x)
Si falta algin término intermedio en
algun polinomio, lo completamos p (x)+ q (x) = 5x) +3x* -5x +9

escribiendo dicho término con

coeficiente 0,0 dejando el espacio vacio.

TResta de Polinomios

Realicemos ahoralarestade: p(x)=x>+2x*-7x+8 y q(x)=x>+5x*-4x*>+5

Para este caso también es p (x) - X 12X -T7x3 +8
conveniente ordenar los
-q (x) = x> +5x* -4 X2 +5
polinomios
escribir uno debajo del otro.
y ! p(x)-qgx) = B3xt 0 -7X +4x? +3

El polinomio que resulta de la suma o la resta puede ser el polinomio nulo, o su grado puede ser menor o
igual al del polinomio de mayor grado que estamos sumando o restando.

grado ( p (x) g (x)) < max {grado p (x), grado q (x)}
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Ejercicio 1:
Dados los siguientes polinomios, resuelve las operaciones requeridas.

a(x) = —2x3 + x? —%x b(x) =3x—4 +%x3 —2x%  c(x) =x*—5x+2x3
i) a(x)+ b(x)
i) a(x) - b(x)
i) c(x) - b(x)

Producto de Polinomios
Para calcular el producto de dos polinomios multiplicamos cada uno de los términos de un polinomio por cada

uno de los términos del otro y sumamos, es decir: aplicamos |la propiedad distributiva que ya conocemos.
Ejemplo :

Seanp(x)=2x3—4x y q(x)=5x*—x+2

Resolvamos p(x). q(x)

p(x). q(x) = (2x3—4x) . (5% —x +2) =10x°> — 2x* + 4x3 — 20x3 +4x2 — 8x = 10x° — 2x* -16x3 +4x* — 8x

Ejercicio 2:
Resuelve los siguientes productos de polinomios:

a) (xX®*—=x+1)(x*-x)
b) (—§x+x3) (2x —3x2+1)

— 32 _2x3_1
c) (2x —3x +1)( 2x 2+3x)

Ejercicio 3:

Realiza las operaciones combinadas entre los polinomios dados.

1
b() ==+ () =x-1x' a9 =20 - Laae

a) [b(x)]* b) [b(x) +z(x)] . t(x) =

Division de Polinomios

Recordemos que en la Unidad 1 estudiamos el algoritmo de la divisidn, también llamado algoritmo de
Euclides, para la division de niUmeros enteros.
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Asi, si queremos dividir 7 por 4 obtenemos
Al realizar una divisién entre
, Dividendo 7 4 ..
dos nimeros enteros puede que - —  Divisor
el resto sea distinto de cero. Resto 3 1
- —  Cociente

Se verifica entonces que

Pero el resto de la division 7=4.1+3,
entre dos niUmeros enteros

) y el resto es siempre menor que el valor absoluto del divisor,
nunca puede ser negativo.

en este caso, 3< |4].

Vamos a utilizar esta misma idea para realizar la divisién de polinomio, teniendo en cuenta que:
- El grado del polinomio dividendo debe ser mayor o igual que el grado del divisor.

- Los polinomios dividendo y divisor deben estar completos y ordenados decrecientemente.

Ejemplo:
Hallemos el cociente y el resto de la divisidon entre los polinomios a(x) =8 x*+6 x>- 4y b (x) =2 x.
8x* +6x3 -4 2x?
- 4x* + 3x
8x*
ox* +6x3 -4
6x°
ox> -4

Cociente: g (x) = 4x* +3x
Resto:r(x) = -4

Ejemplo:
Hallaremos el cociente y el resto de la divisibn entre a (x) =2x>+3x*+x-1y b (x)= x*+x—2.

3 0 +2x* +x -1 X+ x-2
-3x* -3x3  +6x? 3x2-3x+11
-3x3 +8¢ +x -1
3x3 +3x* -6x

11x> -5x -1
-11x%2 -11x +22
-16x +21

Cociente: g(x) = 3x*-3x + 11
Resto: r(x) = -16x + 21
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Algoritmo de |a Division de Polinomios

Al dividir dos polinomios a (x) y b (x) se obtiene

a(x) | b(x)

r(x) q(x)

iPara leer y recordar!

..donde r (x) =0 6 grado r (x) < grado b(x)

Entonces se verifica la identidad a(x) = b(x).g(x) + r(x)

Ejercicio 4:
Verifica esta identidad en los dos ejemplos realizados anteriormente.

Ejercicio 5:
a) Halla el cociente y el resto de las siguientes divisiones.
b) Verifica aplicando en cada caso el algoritmo de la division.

I (x®+7x3=5x+1) : (2x+x3) =

I (x3+x—=5x%) :(x>- 1) =

M. (x*= 11x2=20+30x—2x3) : (-2 +x2+3x) =
Resla de RuUFFini

Se aplica al dividir un polinomio P(x) por otro polinomio de la forma (x—a), aeNR.

Ejemplo:
Mostraremos una comparacion entre la division convencional y esta regla.

Division convencional Regla de Ruffini

32 +7x2 +6x -1 X+2 3 7 6 -1

+ -3x3  -6x? 3x*+x+4 -2 -6 -2 -8
XX +6x -1 |3 1 4] -9
+ -x* -2x
4x -1 Cociente: g(x) =3x*+x+4
+ -4x -8 Resto: r(x) =-9
-9

Cociente: g(x) =3x*+x + 4
Resto: r(x)=-9
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Ejemplo:

Dados P(x) = x3—x+2 y Q(x) = x — 2, aplicamos la Regla de Ruffini para hallar P(x): Q(x)

Coeficientes del dividendo

Término independiente

del divisor cambiado I:':,"_::- 2

de signo ‘ 1

6
8 |—> Resto

2
2
Coeficientes del cociente
Cociente: C(x)=x*+2x+3

Resto: R(x) =8

Observa que el grado del polinomio cociente es una unidad menor que el grado del dividendo.

Ejercicio 6:
Resuelve aplicando en cada caso la Regla de Ruffini.
a) (2x3+3x-1): (x-2)=
b) (-23+x*=1) : (x+2)=
c) (x“ —2x3 +x—ﬂj:(x—1)=
3 3

Ejercicio 7:

Halla en cada caso, el cociente y resto de la divisidn entre a (x) y b (x), aplicando el
método que creas conveniente.

a) a(x)=2x3+3x*+x—-1; b(x)=x>-1

b) a(x) = 2x°+8x3-x%; b(x)= x?+2x

c) a(x) = x*-2x3+2x*-3x-2; b(x) = x=2

d a(x)=x6 +4x>-7x3 -4; b(x)= x+1

e) a(x) = 2x"+3x5+18x3+29x+10; b(x) = 2x*+3x

f) a(x)=-2x>-4x*x3-8; b(x)=x+2

Ejercicio 8:
¢Es cierto que existe un polinomio k(x) tal que 6 x®-9 x*+ 10 x?>- 15 = k(x). (2 x*>-3)?
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Valor Numérico de un Polinomio

iPara leer y recordar!
Definicion:

El valor numérico de un polinomio es el valor que se obtiene al reemplazar la variable por un

numero y efectuar las operaciones indicadas.
Ejemplo: El valor numérico del polinomio p (x) = 5x*—4x*> +6x -1 para x=2

es p(2)=5.(2* —-4.(2)*+ 6.2-1=51

Ejercicio 9:
Encuentra los valores numéricos del polinomio p(x) del ejemplo recién citado para x=0, x=3, x=-1.

Raiz de un Polinomio

iPara leer y recordar!
Definicion:

Un ndmero a es una raiz de un polinomio p (x) si el polinomio se anula para ese valor.
Es decir, x=a es raiz del polinomio p (x) siy sélosip (a) =0.

Ejemplo: x = 2 es raiz de p(x) = x> —4x + 4 porque p(2)=22-42+4=0

Ejercicio 10:
Determina si x= 1 es raiz del polinomio p(x) = x3— x? — 2x. éPuedes encontrar otras raices del
polinomio?

Ejercicio 11:
Marca la opcidn correcta:
Las raices del polinomio p(x) = 6 x3 +13 x2—x— 2 son:

1

i {—2,;, é} ii. {—2,51,— ;} iii. {-1,0,-6} iv. Ninguna de las anteriores

Ejercicio 12:
El polinomio p(x) = x*- ax® + bx? tiene como raices x=3 y x=-1.Hallalosvaloresde a vy b.
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Divisibilidad de Polinomios

iPara leer y recordar!
Si al realizar la divisién entera entre los polinomios

a(x) y b(x) elrestoes nulo, decimos que
a (x) es divisible por b (x),oque b (x) divide a a(x).

En este caso, podemos expresar al polinomio a (x) comoa (x) = b (x). q(x).

Ejemplo:

¢Es el polinomio p(x) =20 x° + 7 x* - 3 x3 - 24 x? + 6 x divisible por q(x) = 4 x>—x?

Aplicando el algoritmo de la divisidon, obtenemos que:
qx)= (5x3+3x2-6) y r(x)=0

luego, podemos afirmar: 4x2—x dividea 20x°+7x*-3x3-24x>+6x
y 20xX°+7x*-3x3-24x*+6x = (5x3+3x2-6)(4x*-x)

Teorema del Resto

Como hemos visto en apartados anteriores, mediante la Regla de Ruffini se obtiene de forma sencilla el
cociente y el resto de la divisién de un polinomio entre el binomio (x - a).
También hemos revisado el valor numérico de un polinomio.

Resuelve en grupo la siguiente actividad, teniendo estos conceptos en cuenta:

Ejercicio 13:
a) Calcula el cociente y el resto de las siguientes divisiones:
(23+6x2-1):(x+3)

i) (x*+2x3-x2+3x-5):(x-1)

b) Calcula el valor numérico de los polinomios dividendo del inciso a), paralosvaloresx=-3yx=1

respectivamente.

¢) Compara dicho valor numérico con el resto obtenido en las divisiones efectuadas en el inciso a).

¢Qué has observado?
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El resultado que seguro has observado se puede expresar como el enunciado del:

Teorema del resto:
"El vesto de la division de un polinomio P(x) entre un binomio de (a forma (x - a),
es igual al valor numérico del polinomio cuando x toma el valor "a"

que podemos expresar como P(a)"

Ejercicio 14:
a) Calcula el valor numérico del polinomio p(x) =x3 + 6x*-3x -4 en los casos: x=0; x=-2y x=1.
b) Realiza la divisién del polinomio por el binomio del tipo (x - a) adecuado, y comprueba que el resto de la

division coincide con el valor numérico calculado.

Ejercicio 15:
Calcula el resto de las siguientes divisiones de polinomios, sin realizar la operacién.
a) (5x2—=2x+4):(x+3) b)(12x*=5x>+2x—=5):(x—-2)

(2 -4x2-3):(x—1) d) (323 +4x% +3): (x +2)

Ejercicio 16:
Encuentra los valores de a tales que al dividirxX2+5x-2 por x-a, el resto sea —8.

Un Caso Particular Muy Importante

Si a es raiz del polinomio p (x), entonces
elresto de la division entre p (x) y (x-a) es o.
es decir: (x-a) divide a p (x);
es decir: p(x) es divisible por (x - a).

Demostremos este resultado:

Aplicando el algoritmo de la division entre un polinomio p (x) y el binomio (x-a) obtenemos:
px) = (x-a).q(x) + r(x)

donder(x)=0, 6 grador(x)<grado(x-a)=1

es decir: r (x) = r es un polinomio constante.

Entonces podemos expresar: px) =(x-a).gx) +r

Si a es raiz del polinomio p (x), entonces:0=p(a) = (a-a).q(a) + r=r

Es decir: r = 0.
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FACTORIZACION DE POLINOMIOS

Si se realiza el producto (x-2).(x+3), se obtiene el polinomio x? + x - 6, por lo que dicho polinomio puede

expresarse como producto de factores: x? + x - 6 = (x-2 ) (x+3)

Conseguir, cuando sea posible, expresar un polinomio como producto de polinomios primos es lo que se

denomina "factorizar el polinomio".

- Para obtener polinomios primos del tipo ( x—a ), bastara con encontrar valores de "a" para los que la
division, que se efectua por la regla de Ruffini, sea exacta (resto = 0) y aplicar el algoritmo de la

division : "Dividendo = divisor - cociente + resto"

- Como el resto esigual a cero, D(x) =d(x) - c(x), obteniéndose el polinomio dividendo descompuesto

en dos factores .

Ejemplo:
Seap (x)=x3- x>- 14 x + 24.
- Como p(2)=8-4-28+24=0 ; entonces?2 esunaraizde p(x) .

- Luego p (x) es divisible por x—2, es decir: p (x)=(x-2) g (x)

Si aplicamos la regla de Ruffini para calcular el cociente g (x) entre p (x) y el binomio ( x—2), obtenemos :

g(x) = x> +x—12 entonces x*—-x*- 14x+24 = (x* +x-12).(x-2) ) (1)

Como hemos visto anteriormente, podemos calcular las raices de (x* +x —12),que son:
X1 = 3, X2=-4.

Luego, podemos expresar a g (x) como sigue: g (x) = x> +x—-12=(x-3) (x+4).(2)

Si reemplazamos (2) en (1) obtenemos: x3- x>-14x+24 =(x-2)(x-3) (x +4)

Observa que es mas sencillo encontrar las raices de cada factor,

que las raices del polinomio original.
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Ejercicio 17:

Dado el polinomio p(x) =2x3 + x? - 5x + 2
a) Encuentra algun valor de "a" para los que el valor numérico del polinomio sea 0.
b) Verifica que el resto de la divisidon de p(x) por x — a sea cero.

c) Factoriza el polinomio.

Ejercicio 18:
Halla todas las raices de los siguientes polinomios, sabiendo que r es una de ellas:
a)c(x) =2x3+6x*-2x-6 , =-3

b)a(x) = x*-x*+3x2-3x , r=1

Una regla muy ttil: los valores de "x = a" enteros, para los que el valor numérico de

un polinomio es cero, son siempre divisores del término independiente del polinomio.

Resumen: Dado un polinomio P(x), las siguientes afirmaciones son equivalentes:

- El valor numérico parax=aes0oseaP(a)=0

- La division del polinomio P(x) entre el binomio (x - a) es exacta

- (x - @) es un factor del polinomio: P(x) = (x - a) C(x), siendo C (x) el cociente de P(x) : (x-a)

- La ecuacion P(x) = 0 tiene una solucién para x = a.

Ejercicio 19:

Factoriza los siguientes polinomios comprobando cada una de las cuatro afirmaciones anteriores:
a)p(x)= x>+ 2x*-x-2

b)a(x)= x*- 1

c) r(x) = x* -10x3+ 35x?>-50x + 24 (Unaraizesx=4)

Algunos Casos “Especiales” de Factorizacidn de Polinomios

A veces ocurre que en un polinomio p (x) la variable x aparece
Factor Comun en todos los términos, en estos casos resulta conveniente
extraer factor comun.
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El procedimiento consiste en:

+ extraer lavariable x de cada término elevada a la menor de sus potencias y extraer un nimero que es
factor de todos los coeficientes.

Siempre podemos verificar si la factorizacidon obtenida es correcta, aplicando la propiedad distributiva.

Ejemplo:
p(x) =4 x® + 8x* + 6x3— 10x? = 2x? . (2x3 + 4x? + 3x — 5)
Ejercicio 20:

Extrae factor comun:
a) p(x) = 4x> + 2x* + 63— 10x?

b) q(x)=x+3x*—5x%+4x3
c) (x)=3x*-6x

Diferencia de Cuadrados a’*-b* = (a-b)(a+b)
Observemos que... Ejemplos:
todo numero positivo es el i)p (x) = x*-25 = (x-5) (x+5)
cuadrado de su propia raiz ii)g(x) = x*-9x%= (x¥)? -(3x)> = (x¥*-3x) (x*+3x)

VEIEIELREL ii) r (x) = - (J6f = (c-/6) (x+/6)

Ejercicio 21:

Factoriza aplicando diferencia de cuadrados:
a) p(x)=x*-25 d) m(x)=x2-6
b) r(x)=4x%— e) g(x)=16—-x*

c) s(x)=9x*—x®

Ejercicio 22:

Factoriza los siguientes polinomios aplicando la combinacidn de los dos casos vistos:
a) a(x)=x3-25x d) z(x)=3x3-12x
b) j(x)= 2x>—32x e) t(x) = x’—3x

c) s(x)=6x5—54x?
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Algunos polinomios presentan una estructura que nos permite
formar grupos de igual cantidad de términos y sacar factor

Factor Comin comun en cada uno de esos grupos.

por Grupos Una vez hecho esto, aparece un nuevo factor comun en todos
los grupos. Eltérmino técnico de este procedimiento es
extraccion de factor comun por grupos.

Ejemplos:
)p(x) = 7x°-5x*+14x-10 = (7x°-5x% + (14x-10) =
=x*(7x-5) + 2.(7x-5) = (x*+2).(7x-5)

ii)g(x) = X +3x+3x%+x2-2x°-2 =

Bx+x"-2x)+ (3x+x%2) =

X33+ x%-2) + Bx3+x%-2) =

=(x°+1). 3x3+x%-2)

Ejercicio 23:

Extrae factor comun por grupos en los siguientes polinomios:
a)p(x) =x3+x*+4x +4
b) g(x) =x3-2x2-3x + 6
c) r(x)=x3+3x>—x-3

d) s(x) = 3x3 + 5x? -6x — 10

Analicemos ahora el resultado de elevar un binomio al cuadrado.

Al desarrollar (x+3)?> obtenemos tres términos:

(x+3)2 =x*+6x+9

*

(x+3)* = (x+3)(x+3) en uno aparece el cuadrado de x,

en otro aparece 9 que es el cuadrado de 3,
¢ vy en otro aparece 6 x que es el doble del producto
entrexy 3.

(x-3) = (x-3)(x-3) Al desarrollar (x - 3)?, obtenemos una expresion similar donde la
Unica diferencia esta en el término del doble producto, que aparece
restando: (x-3)? = x2-6x+9

Resumiendo: (x+3)?> = xX*+6x+9 y (x-3)2=x*-6x+9

A las expresiones en el miembro derecho se las denomina Trinomio Cuadrado Perfecto.

Generalizando estos resultados para el cuadrado de cualquier binomio:
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a’+2ab +b*= (a + b)?

Trinomio Cuadrado Perfecto a’-2ab+b? = (a-b)?

Ejemplos:
a) p(x) =x*-10x+25=x*>-2.5.x+5% = (x-5)°

b) g(x) =9x*+36x2+ 36 = (3x2)2+2.3x%6+6%=(3x+6)

1 1)? 1)
c) r(x) =x*-x+0,25=x>-2.—x + (j = [x - ]
2 2

2

Ejercicio 24:
Factoriza aplicando el caso recién revisado.

a) p(x)=x*+6x+9 c) rix) =x*—4x2+4

b) q(x)=4x*-8x+4 d) s(x)=4x*+4x® +1
Ejercicio 25:
Expresa los siguientes polinomios como productos:
a(x) = x3-x+x-1 b(x) =3x>-6x>-3x+6
c(x) =4x*+4x+1 d(x) = 3x0-12x°+9x*-3 x>+ 12 x—
f(x) = 25x5+20x3+4 g(x) = x‘i—%x2
Ejercicio 26:

Halla todas las raices reales de los polinomios del ejercicio anterior.

Ejercicio 27:
Expresa los siguientes polinomios como productos y halla sus raices reales.

a) a(x) = x*—x b) b(x) = 2x"+3x%-5x°
c) c(x) = 5x3-10x*+5x-10 d) d(x) = x>-6x+9

e) e(x) = -2x2+162 f) f(x) = x*-81

g) g(x) =4x"+4x h) h(x) = 3x2-15

i) i(x) = x*+12x%+36 i) j(x) = 2x3-48 x> +288 x

9
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EXPRESIONES RACIONALES

Definicion: iPara leer y recordar!

Asi como llamamos nimeros racionales a los nUmeros que se pueden expresar de la forma
a
; cona,beZyb+#0,

X
llamamos expresiones racionales a las expresiones de la forma % donde p(x) y q(x)

son polinomiosy q(x) no es el polinomio nulo.

p(x) recibe el nombre de numerador y q(x) el de denominador.

Ejemplos:

a)i donde p(x)=3,y qg(x)=x.
b
3xP45x-1

Y r6x2+-/2

b) dondep (x)=-3x2+5x-1, y q(x)=x3+6x+ /2.

c) *+3x>x-3 donde p(x)=x*+3x*>-x-3,y g(x)=1.

Expresiones Racionales Irreducibles

iPara leer y recordar!

Al trabajar con expresiones racionales es conveniente tener una expresiéon equivalente mas
simple.

Es posible simplificarlas cuando existen factores comunes al numerador y al denominador, en
caso contrario, la expresion racional recibe el nombre de irreducible.

Una herramienta util para simplificar expresiones racionales es la factorizacién de polinomios, que ya hemos
estudiado en esta unidad.

Ejemplos:
Vamos a simplificar algunas expresiones racionales para que resulten irreducibles.
] x+1 x+1 1
o (x) = — = =

x“+x  x(x+1) X

2
i} Xt 22+ 1) X
x -1 x"-DE*+ 1) [x7-1
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Ejercicio 28:
Simplifica las siguientes expresiones racionales para que resulten irreducibles.

_ —X+2 _ xX247x+10

) T =5 b 900 =755
. 2—6x+9 5—16
o) 0= o @) W) =7

Operaciones con Expresiohes Racionales

Suma y Resta — Expresiones de Igual Denominador

Para sumar o restar dos expresiones racionales

Observemos la similitud de igual denominador, operamos como lo
con las sumas y restas de haciamos con los niUmeros racionales :
fracciones. p(x) N g(x) _ p(x) £ q(x)
m(x)  m(x) m(x)
Ejemplo:
] o . -2 x? x> -3x
Consideremos las siguientes expresiones algebraicas: 3 y 5
x°-9 x°-9
Su suma es:
2 x% ¥ -3x -2xP+xr-3x -xP-3x -x (x+3) - X
+ = = = =
¥*-9  x*-9 x*-9 x*-9 (x-3)(x+3) (x-3)
Y su resta es:
2 X2 X3k _ 22x%-(x*-3x) ~ S3x% +3x
x*-9 x*-9 x*-9 x*-9

Ejercicio 29:

Resuelve las siguientes sumas y restas de expresiones con igual denominador.

2x-x3  x (x+2) 3x3+1  5x3-1
a) + b) —
x2 x2 12x2 12x2
0 1 2x-1 d) L4x o 5x24x _ 4x?
x-1  x—-1 x2—1 " x2-1  x2-1
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iPara leer y recordar!
Definicion:

Dos fracciones se dicen equivalentes si una de ellas se ha obtenido simplificando la otra o bien si

ambas, al simplificarse dan lugar a la misma fraccion.

. 45 _ 9 _ 3 . .
Ejemplo: 30 — g %N fracciones equivalentes.

- Lafraccidén que ya no puede simplificarse mas, se denomina irreducible.

Suma y Resta — Expresiones de Distinto Denominador

Recordemos que para sumar o restar numeros racionales de distinto denominador, debemos sumar o restar
fracciones equivalentes que tengan el mismo denominador.

Ejemplo: i . . .
Lo mas conveniente es tomar como denominador comun

11 7 11

7
+ — el minimo comun multiplo (m.c.m.) de los dos denominadores.
12 10 223 2.5

Hemos visto que una forma de hallar el m.c.m. es factorizar

5.11+2.3.7 _ o
== ambos denominadores y luego multiplicar los factores
27.3.5
comunes y no comunes con el maximo exponente con el
55+42 97 o
= = — que aparecen en cada factorizacion.
60 60

Para sumar o restar expresiones racionales procedemos en forma analoga.

Ejemplo:
2 X

Calculemos + 5
3x°-6x+3 x“+3x-4

En primer lugar, hallamos el comin denominador de ambas expresiones, para lo que debemos factorizar cada
uno de los denominadores (Te sugerimos revisar el apartado de Factorizacion).

e 3x2-6x+3=3(x2-2x+1) = 3(x-1)?

o x’+3x-4=(x-1)(x+4)

e Por lo tanto el denominador comun es 3 (x - 1) (x + 4)(¢é Por qué?)

2 X 2 X
Luego: 3 + = 5+ -
3x“-6x+3 x“+3x-4  3(x-1)° (x-1)(x+4)
2(x+4)+x.3(x-1) | 3x°-x+8
3(x-1)% (x+4) 3(x-1)% (x+4)
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Ejercicio 30:
Realiza la resta entre las expresiones racionales del ultimo ejemplo.

Ejercicio 31:
Resuelve las operaciones propuestas de expresiones con distinto denominador.
1 2x 2 x+1
a) b) 3 + 5
2x-1  1-2x xX-9 x"+6x+9
8 x+4 xX+5 x+2 21
o) 5—+-— d) — + -
x2—4  x+2 x°-25 2x°-6x-20 2x+2
Producto

Para multiplicar dos expresiones racionales procedemos en forma similar a como lo hacemos

con los numeros racionales: a(x) c(x) ~ a(x).c(x)

b(x) d(x) b(x)d(x)

Ejemplo:

Vamos a resolver y expresar como fraccion irreducible la expresién:

Xidx (5x+15j
-9 ) P-4y

X +4x (5x+15j _ (X’ +4%).5x+15)  -x(x-4).5x+3) | -5
2-9 ) P-4y (x*-9).(x*- 4x%)  (x-3).(x+3).x* (x-4) |x.(x-3)
Divisidn

Para dividir dos expresiones racionales multiplicamos la primera por la inversa de la segunda:

a(x) c(x) _a(x) d(x) _a(x)d(x)
b(x) d(x) b(x) c(x) b(x).c(x)

Ejemplo:

5x+10 ) 3x+6

xz-] ' x+1

Calculemos expresando el resultado como fraccién irreducible.

5x+10 3x+6 5x+10 § x+1 ¢ (5 x+10)(x+1) _

o1 x+l 0 ¥2o1 TBx+6] ((2- 1B x+6)

S5x+2)(x+1) _ 5

T -Dx+1)3x+2) [3(x-D)
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Ejercicio 32:
Resuelve los siguientes productos y divisiones entre expresiones racionales
y expresa el resultado como fraccién irreducible.

x> =16 x> —4x x> +5x+6 x*—x
a) - b) .
X x —x-12 3x-3 x+2
2 2 2
C)x 4:x 2 d)x 16:x +8x+16
X x+4 x—1 x—1

TRaiz de uha Expresion Racional

Definicion iPara leer y recordar!

Un ndmero a es una raiz de una expresién racional

w si p(a)=0 y g (a)=0.

q(x)

Es decir, las raices de la expresidn racional son los ceros del polinomio numerador que NO
anulan al polinomio denominador.

Ejemplos:

, o 2x )
a) x =0 es raiz de la expresion racional p (x) = —2 , puesto que, 0 es raiz del numerador y no anula al

denominador.

(x-5)*

x_

b) x=5 no es raiz de la expresion racional g (x) =

aunque anule al numerador, ya que también anula

al denominador.

Ecuaciones Racionales

iPara leer y recordar!
Definicion:

Dados dos polinomios p(x) y q(x), donde g(x) no es el polinomio nulo,

pC) _

X
Se denomina ecuacion racional a toda expresién del tipo o
q(x

- Resolver una ecuacidn racional implica encontrar las raices de la expresién racional,

es decir: aquellas raices del numerador p(x) que no anulen al denominador g(x).

Para resolver ecuaciones de este tipo hay que tener la precaucidén de descartar aquellos valores que anulen

los denominadores de las expresiones racionales involucradas.
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Ejemplos:

Resolvamos las siguientes ecuaciones racionales:

2
a) * '34 = 0 Luego x #+ 0 pues este valor anula el denominador.
Sx
2 . ., . X1 = 2
Por lo tanto, x“-4=0 vy las soluciones de la ecuacién racional son o = —2
,=—
-x*+4
b) — = 0 Luegox # 2 pues este valor es raiz de x>~ 8.
x° -8
2 . X1 = 2
De esta manera -x*+4 =0y las raices del numerador son Yo = —2
,=—
Por lo tanto, la Unica solucidn de la ecuacién racional es x=-2.
o 2x+1 _ 2x+2x¢_3 v x#1
x+3 x—1
2x+1)(x-1)=(2x+2) (x+3)
2xX2-2x+x—-1=2x*+6x+2x+6
-x—1=8x+6
7
-7 = 9x Luego la solucién de la ecuacion racionales x = —5
d) x-1_ Txz0x21 y x£-1
x*-1 x
x(x-1) = x2-1
x =1 Luego, la ecuacidn no tiene solucion (¢ Por qué?)
Ejercicio 33:
Resuelve las siguientes ecuaciones racionales.
2x-1 -2-Tx 1-x
=7 b) ——— +1 =
3x+2 4 5
-2-4x x-1 2x+1 x+3
c) = +5 d) =1+
3 4 x+3 x-1
o) x+4  x-4 (2X)2 f x° x> -16 -
x-4 x+4 ¥2-16 X+2 X0 +4x?
3 2
X 3 x 43 X" +x-2 x+5
g) 5 = h) —— - =0
x-1 x“-1 x -1 x“ -4 x-2

x*+2 x+4 X -8

2
x+10 0 2(3-4) o .
(x+2)* x*-4

x-4 Crdx+4

j)
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FUNCIONES POLINOMICAS

Definicion iPara leer y recordar!

Una funcién de la forma f(x) = anX" + @na X" + ... + a1 X + Qo

donde ne No y @, Gna, ..., 01, Ao SON nUmeros reales, es una funcién polinomica.
-Si a,# 0 ,entonces la funcidén es de grado n.

- El Dominio de las funciones polindmicas es el conjunto de los nimeros reales : R ¢ (—o0. +0)

Te invitamos a aplicar todo lo que hasta ahora has aprendido en esta unidad, junto a la unidad de Funciones,
en la resolucidn de los ejercicios que siguen.

Ejercicio 33:
Dadas las funciones polindmicas, determina el valor de a que verifica:

a)f(x)=1/2x*+2x+2; f(a)=1/2
b) f (x)=ax>-3x+a; f(-2)=27
Ejercicio 34:

Determina de dos formas diferentes, si los valores de x indicados en cada caso son ceros de las
funciones polinédmicas correspondientes.

a)f(x)=x?+2x+1, x1=-1,x2=0

b)g(x)=x*-3%x, x1=0,x=V3

c)h(x)=2x+1, x1=1/2,x,=-1/2

Ejercicio 35:
¢A qué funcidén corresponde la gréfica? :
a) f(x)=x3+4x ‘

b) f(x)=x3-4x

c) flx)=-x>-4x

d) f(x) = - x> + 4x

Ejercicio 36:

Halla los puntos de interseccién de las siguientes funciones polindmicas con los ejes coordenados.
a)f(x)=5x+3 b) f (x) = -x3+ x? +4x -4
c) f(x) =x*-3x d) f(x) = x* - 3x?
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FUONCION EXPONENCIAL

En esta Unidad estudiaremos y analizaremos las funciones y ecuaciones exponenciales y Su fuerte relacién

con los logaritmos. La necesidad de resolver ecuaciones exponenciales trae consigo hallar la funcién inversa

de la funcidn exponencial y es donde toma sentido la funcién logaritmo. Repasaremos algunas propiedades de

los logaritmos para centrarnos en resolver ecuaciones logaritmicas y situaciones problematicas donde se

encuentren involucradas ecuaciones tanto exponenciales como logaritmicas.

Recordemos...

Hasta ahora hemos estudiado potencias pertenecientes a distintos campos numéricos:

e potencias de exponente natural

a"= a.a.a...a neN,
%/—J

n veces

e potencias de exponente nulo
a®=1 (a=0)

e potencias de exponente entero negativo
a"":—n neN, (a=0),

e potencias de exponente fraccionario

a”"=%a" mez neN

También conocemos sus propiedades:

am. an=am+n
am:ah=amn"

(am)n = am.n

Ejemplos:
4%= 4.4.4.4 =256

4°=1

43' 45 - 43+5= 48
47:45 = 47°5= 42
(43)2 = 43.2=46

Las expresiones exponenciales aparecen con frecuencia en distintas situaciones y pueden ser abordadas

mediante modelos matematicos. Veamos los siguientes problemas:

Curso de Apoyo en Matematica

Pagina 171



PROBLEMA 1

Las amebas son seres unicelulares que se reproducen dividiéndose en dos. Supongamos que las condiciones
de un cultivo son tales que las amebas se duplican aproximadamente cada hora, y que inicialmente solo hay
una ameba. Proponemos calcular el nimero de amebas que habra segln pasan las horas:

Tiempo (hs) 1 2 3 4 5 6 7 e X

Nro. de amebas 2 4 8 L2

Si en el momento inicial hay k amebas, y en la primera hora se duplican, entonces ahora hay 2k.

En la segunda hora se vuelven a duplicar, es decir, 2 (2k) = 2% k,
En la tercer hora se repite la situacidén y tenemos 2(22k) = 23k,

Luego en general, en la hora x, se tiene 2 *k.

Siy es la variable: nUmero de amebas que habr3, transcurridas x horas y x es la variable: horas transcurridas,
entonces el nimero total de amebas al cabo de x horas transcurridas sera

y=2"
Si al comienzo del proceso habia k amebas, el nimero total sera:

y=k2*

PROBLEMA 2

Las sustancias radioactivas tienen la propiedad de desintegrarse con el tiempo. En un laboratorio, se hace la
observacion de una sustancia particular que pierde el 2,5% de su masa cada dia. Al inicio del experimento
dicha sustancia tiene una masa de 3 kg. Responder:

a) ¢Cudl serd su masa después de una semana?

b) ¢Qué masa tendra 30 dias después?

c) ¢Después de un afio cual sera la masa de esta sustancia?
d) Esbozar una gréfica de esta relacién funcional.

Para responder, convenientemente armaremos una tabla de valores:

TIEMPO (dias) | MASA (kg.)
0 3
1 3—3-%%:3-(1—%%):3-0975:2925
2 2.925-2.925 2= = 2,925 (1 - %) =2.925-0.975 = 3 - 0.9752 = 2.85187
3 3-0.975% = 2.780578125
4 3-0.975% = 2.711063672
5 3-0.975% = 2.64328708
6 3:0.975% = 2.577204903
7 3-0.9757 = 2.512774781
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Asi podemos observar que por cada dia la masa disminuye 100% - 2.5% =97.5%, luego basta multiplicar la
masa por 0.975. Por tanto nos sera util la formula M (t) =3 - 0.975 ¢ donde t indica el tiempo (variable

independiente) y M la masa de la sustancia (variable dependiente).
Con la expresién hallada, podemos calcular facilmente lo pedido:

a) t=7entonces M (7)=3-0.9757=2.512774781 kg.
b) t=30entonces M (30)=3-0.9753° = 1.403652895 kg.
c) t=365entonces M (365)=3-0.9753%5 = 0.0002909417084 kg.

Observacion: En ambos problemas, la variable independiente aparece ubicada en el exponente.

iPara leer y recordar!
Definicion

Dado a>0 (a#1) llamamos funcion exponencial de base a a la funcion f:R—R

definida por f(x) =k a* keR

El comportamiento de la funcidn exponencial varia seginsea a>1 ya<1.

é¢Qué sucedesia=1?

Analicemos la grafica de la funcidn exponencial de acuerdo al valor de a.
a) Sia>1,

Tomemos por ejemplo a = 2, entonces la funcidén serd y = 2 *. Si realizamos una tabla de valores, obtenemos

x| 0| 1]2]3 -1 -2 -3

LN N
2 | 4 |38
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Observemos que en general:

Cualesquiera sea el valor de a > 0, (a# 1) la grafica de la funcién exponencial debe pasar
por el punto (0,1), ya que todo nimero no nulo elevado a la cero es igual a 1. Esto es:

f(0)=a%=1eslaordenada al origen
Por otro, lado es claro que a medida que el valor de x aumenta, el valor de a* también, y

si el valor de x decrece (con valores negativos) entonces el valor de a* tiende a 0.

b) Si0O<a<1

1 X
Si tomamos a = E , la funcién serd y = [Ej 6 bieny =27%

x |0 1 2 3 -1 -2 | -3

N | —
NG
o0 | —

Observemos ...

Nuevamente, cualquiera sea el valor de 0<a < 1, la grafica de la funcion pasa por el
punto (0,1).Por otro lado, a medida que el valor de x aumenta, el valor de a* decrece.

El dominio de toda funcidn exponencial es el conjunto de los nimeros reales.
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ACTIVIDADES

Ejercicio 1:

Representa graficamente las siguientes funciones:

a) y=3" fly=27"

o) y=() g) f(x) = 10%
c) y=3-2% h) glx)=e*
d y=2* i) h(x) =2-10~*
e) y=-3* j) m(x) =5-e*

Observacion:

k) n(x) =—-3-10%

) p(x) =—=5-e*
m) q(x) = 0,1*
n) r(x) =100~*

La funcion exponencial y = e* tiene por base un nimero muy particular.

El nUmero e es un nimero irracional que estd entre 2 y 3. Para encontrar aproximaciones de
ese numero se le asignan valores naturales a n, cada vez mas grandes, en la expresion

(-3

Si tomaramos, por ejemplo, n = 3000, obtenemos el valor 2,7178289.

Ejercicio 2:

Dada la funcién f(x) = 2%
Sin utilizar tablas de valores dibuja
las funciones:

gx)= 243

h(x) = 2*-4

m(x) = 2Xx+2

n(x) = 2¥71
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Ejercicio 3:
A partir de y =2 *se obtuvieron las graficasde y=2**1 e y=2*"3

a) Identifica cada grafica con su expresidn analitica correspondiente.
b) Explica los cambios de las graficas seglin sus exponentes.

Ejercicio 4:

Dada la funcién f(x) = G) R 8

Sin utilizar tablas de valores dibuja
las funciones:

o= (5) +4 B :
o= (5) -3 C
= (7 e
= () z

Ejercicio 5:
Un elemento radiactivo que decae en su crecimiento f(t) después de un tiempo t satisface

la férmula f (t) = 60 - 2002¢

a) ¢Cual es la cantidad de este elemento al inicio del proceso?
b) ¢Qué cantidad queda después de 500 afios?

c) ¢éQué cantidad queda después de 1000 afios?

Curso de Apoyo en Matematica Pagina 176



ECUACIONES EXPONENCIALES

iPara leer y recordar!

A una ecuacion en la que la incégnita aparece en un exponente se la llama ecuacion

exponencial.

Ejemplos:

Resolvemos entre todas las siguientes ecuaciones exponenciales:

a) 537% =125 entonces 537 = 53 (potencias de igual base) asi 3—x=3, luego x=0

b) 3=~ =5 3P F¥=2=33 5 3FPF=33 5 1-x2=-3

2

luego 4 =x? = +f4=|x| porlotanto x; =—2 y x, =2

Ejercicio 6:

Determina, si existe, el valor de la incégnita:

a) 4-3* —4=0 4x+l g) 2X_22x -
=128

b) 23 =0,53¥+2 °) 2x+2 h) 3% +9 =162

c) 25%+3 =32 2

d) 16%- (4 )2 =2+ ) =

Ejercicio 7: k) 7¥ + 7%t1 4 7%¥*t2 = 2793

Resuelve las siguientes ecuaciones ) 3¥*1 4 3x¥+2 _ 3443 = g5

a) 7X+1 = 73%+2 m)3.2¥ — 5.2%2 =14

b) 5%*3 =5 n)2.3*3 4+ 4 .3% = 14

c) 2% = 1024 0) 3% — 3**1 =54

d) 23x+1 -1 p) 22x+2 + 2x+3 =320

e)35x:81 q)4x_2x+1_3_2x=24

f)32e-1 = 1 r)9* 4+ 5.3**2 4 7.3% = 2349
9

g)3* =13

h) 7x—1 — 493)6—2

i) 252% = 125%~1

j)2¥71 4 2% 4 2%t =14
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LOGARITMOS

Consideremos la ecuaciéon 5-*=28.

Observamos que no podemos expresar al segundo miembro como potencia de 5, lo cual nos permitiria
resolver la ecuacidn de manera similar a la seccién anterior.

Nuestra pregunta es: {como podemos resolver en general ecuaciones del tipo a* = k?

iPara leer y recordar!

Definicion

Sea a>0 y a#1,e y>0,llamaremos logaritmo en base a de y al inico nimero x que
verifica * = y. Es decir,

log.y=x< a*=y

El nimero y es siempre positivo y es llamado argumento.

Para Interpretar la definicion de logaritmo veamos las siguientes situaciones:

a) Sabemos que 2’ =128
Si 27=128=>l0g, 128 =7 vy silog, 128=7 = 27=128

b) 8/=2

1 1
Si 8/3=2 =>/0g82:§ y i /og82=§:81/3=2

Propiedades de |0s [,ogaritmos

Recordemos algunas propiedades de los logaritmos:

1.- El logaritmo de un producto es igual a la suma de los logaritmos de los factores

log, (x-y) =logs x +log, y

Ejemplo:
log> (4-8) = log.4 +1log, 8
log, 32 = 2 + 3

5 = 5
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2.- El logaritmo de una potencia es igual al exponente por el logaritmo de la base

log, (x¥) =y-logg x

Ejemplo:
log, (4%) =log, 64 =6 pues 2°=64 y se obtiene el mismo resultado planteando 3-log, 4=3:2=6

A partir de estas dos propiedades se pueden deducir las siguientes:

3.- El logaritmo de un cociente es igual al logaritmo del numerador menos el logaritmo del denominador.

X
log, (;) =log, x—log, y

1
Observar que /oga(fj = loga (x . j =log, x +log, )f1 = logox—1log qy
y y

Ejemplo:

81
log; (?) =10g381—10g;9=4—-2=2
Para pensar...

El logaritmo de la base es siempre 1
log.a =1 ¢por qué?
El logaritmo de 1 es 0 en cualquier base

log.1 =0 épor qué?

iPara leer y recordar!
Logaritmo decimal
Los logaritmos decimales son los logaritmos de base 10, y se acostumbra denotar
logiex = log x omitiendo la base.

Logaritmo neperiano
El logaritmo neperiano o natural es el logaritmo cuya base es el nimero e=2,7182 y se
denota log. x = Inx.
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Algunas calculadoras cientificas tradicionales, permiten solamente obtener logaritmos decimales y
neperianos. Si queremos calcular logaritmos en otra base, es conveniente realizar cambios de base.

Ejemplo:

Calcula log; 3

Llamamos x al logaritmo que queremos calcular: x = log,3
Por definicién de logaritmo: 2*=3

Si aplicamos logaritmo decimal a ambos miembros, obtenemos: Log (2*) = log 3

Por propiedades de los logaritmos se tiene que: x-log; = log 3
log 3
Por tanto X= g
log 2

Te animas a generalizar?

Queremos calcular logq y
Si llamamos x al logaritmo que queremos calcular, entoNCes X =..........cecuvuevecrecreeveesennns

Por definicidn de l0ZaritmO: ..ottt et se st st st e aes s e e e ean

Por propiedades de 10S I0garitMOSs ......cccccieeiieiieiiciieeiet ettt sttt er st se e e e e

[ 0] g Lol =TI U RON

Ejercicio 8:

Resuelve, si es posible, los siguientes logaritmos aplicando la definicién:

a) log,4= d) logs 25 = g) log 100 = j)log +9 = m) log, 16 =
b) logs1= e) logi1/22= h) logs(32) = k) log 1= n) log ;2=
c) logi1/28= f) logi/a(@®)= i) logyl-= [)log .c= o) log (—16) =

Ejercicio 9:
Expresa en notacion exponencial o logaritmica segln corresponda.  (Ejemplo: 2’=8 o log,8=3)

a) 6°=216 d) 1072 :L
100

1

b) log 1000 = 3 e) 42 =2

5
c) log, 32:5
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Ejercicio 10:
¢Cudl es el resultado de log , (1og10000 ) ?
Ejercicio 11:
Usando la calculadora determina si existen los siguientes logaritmos:
log 99 = log 37 = In20= In0= Ine= log (-5) =
Ejercicio 12:

Resuelve aplicando la definicion de logaritmo:

1 1
a) logs 25 + /ogzZ b) log 1000 - glogl/z 1
1
c) log:v 2 + logs i 3 - log 0,001 d) logs 27 + logi, 4 - 2 log1/3§
Ejercicio 13:

Halla el valor de x:

a) log7x=2 e)logax=0
1
b) /OggX = g f) Ing 64 = x
c) /0949\/7 =X g) /ng;% =X
1
d) logs 10 = Z h) log, 0,000001 = -6
Ejercicio 14:

Averigua el valor numérico de las siguientes expresiones:
a) /oga(azx/g) e)logs 1

Jx

b) log T f) logz%/a
/x2
3 log a’
c) log; J64 g) 2 *=a
2
3
d) 101°ga Ja h) lologa(\/;a )
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Ejercicio 15:
Verifica con un ejemplo que en general:

a)logas (x+y) #logsx +logay b) log.(x-y) #logsx-logay.

Ejercicio 16:

Sabiendo que /log> 5 = 2,3 calcula, aplicando las propiedades del logaritmo.

a) log, 10 b) log, 2,5 c) loga~N 5 d) log, 25.

Ejercicio 17:

Expresa en un solo logaritmo aplicando las propiedades correspondientes:

1 3
a) log2+log6= b) glog5 [gJ—logSISZ c) logss5—logss 7 =
1
d)3logx+2logy—logz= e) Ioga—EIogb+2Iogc=
Ejercicio 18:

Calcula realizando convenientemente, un cambio de base

a) log, 10 b) logs 2 c) logi2 20 d) log40,1.

FUNCION LOGARITMICAS

Consideremos en particular y = log ; x.

Completemos la siguiente tabla:

x |(1]2|4|8|1/2]|1/4

Luego para cada valor de x positivo, existe un Unico valor vy, es decir, queda establecida una correspondencia
biunivoca y por tanto los logaritmos pueden estudiarse como una relacién funcional. En general:

fiDom(f) = R: f(x) =log,x esllamada funcion lagaritmica

dondex >0,a>0cona #1
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La representacion gréfica de y = log , x es la siguiente:

Caracteristicas de la funcién logaritmica y = log,x

e El dominio de la funcidn logaritmica es (0,+0), es decir, el conjunto de reales positivos
e Laimagen de la funcién logaritmica es R.

e log,1=0entoncesx=1esraizdef

e No presenta ordenada al origen pues 0 no pertenece al dominio de f.

e  Esuna funcion creciente.

Comparemos graficamente la funcion logaritmica y = log > x con la funcion exponencial f(x) = 2*

Observamos que las funciones son simétricas respecto de la recta identidad y = x.

Ejercicio 19:

En cada caso, calcula el dominio y grafica.

a)y =log,(x+1) o)y =In(x) e)y = —=In(x + 2)
b) y = loga(x — 3) d)y = In(=x) fly =n(x*-1)
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ECUACIONES EXPONENCIALES Y
LOGARITMICAS

Ya hemos resuelto algunas ecuaciones exponenciales utilizando logaritmos. Ahora resolveremos ecuaciones
un poco mds complejas y para ello utilizaremos las propiedades de los logaritmos.

Ejemplos:

Calcula el valor de x en las siguientes ecuaciones exponenciales:
a) 35> =4
Aplicando las propiedades de logaritmo y resolviendo la ecuacién resultante en forma habitual

log (3x+ 5%)= log 4
log3* + log 5*= log 4
xlog3 + 2x log5= log 4
x+0,477 + 2x.0,699= 0,602
x-0,477 + x.1,398= 0,602
x-(0,477 + 1,398) = 0,602

x+1,875= 0,602

x= 0,321
b) 3*1+3*! = 2431
) Recordar!
am+n = am' an
3x1 4 3x1=2431
-1 _
3.3 +31-3%= 2431 al=1/a

1
3*[3 +§j = 2431 (Extraemos 3* factor comun)

10
3 — = 2431
3

3* =729,3
log 3*= log 729,3 (Aplicamos logaritmo)
x-log 3 = log 729,3 (Por propiedad de logaritmo)

log 729,3
log 3

x= 6,0003
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c) 3% -4-3*1=-27
(32 -4-3-3+27=0

Consideremos z = 3%, reemplazando en la
72-12z+427 =0 74 i6
ecuacién, obtenemos una ecuacién de segundo

ecuacion cuadratica con raices grado y encontramos las raices.

z21=9 y =3
Porlotanto 3*=9 —=x=2
3¥=3 =x=1

d) 25+ 5% = 20
25% + 5%= 20
(592 + 5= 20

Si reemplazamos z = 5*obtenemos una ecuacion de segundo grado.

22+2-20=0
Atencion!

ecuacion cuadratica con raices z:=4 y 2;=-5.
Una vez obtenidas las soluciones
Luego 5*=4 =xlog5=1Iog 4
no olvides verificar si las mismas

=x= 0,8613
satisfacen la ecuacién

Si consideramos 5= —5, vemos que no hay valores de x que cumpla

la ecuacidn, pues ninguna potencia de 5 puede ser negativa.
Veamos ahora algunos ejemplos de ecuaciones logaritmicas:

a) logsdx=2
logs4 x= 2

4 x= 52 (Aplicando la definicién de logaritmo)

25
X= —

b) logs(x+1) + logs9 (x+1) = 2

logs (x+1) + loge 9 (x+1)= 2 Atencidn!
logs 9 (x +1)*= 2 Con la solucién x.= -4obtenemos
9 (x+1)*= 92

logs (-3)=x& 9%=-3
(x+1)>= 9

igualdad que no se verifica para ningin
|x+1] =3 valor de x.

X+1=3 =x;=2

X+1=-3 =x;=-4
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c) 2log;x -10 logx + 8 = 0
Considerando z = log,x.
272-10z+8=0
Las solucionesson z1=4y 2z =1
logx =4 <x=2%=16

logx =1 <x=21=2

d) 3Jogxx-2logsx = 2

Considerando logsxx = yx = 4
log.x= ylog, 4
logx=y -2

1
y =—logx
2

Reemplazando en la ecuacion

3 /ngx- /Og2X= 2
2 logax= 2

logx= 1

X=2

Importante!

Es necesario que todos los logaritmos
involucrados en esta ecuacion estén
expresados en la misma base para poder
utilizar las propiedades. Expresamos
todos los logaritmos en base 2.

Atencion!

No olvides verificar las soluciones y descartar alguna si es necesario

e) 3:5%=4

log (3 5%) = log 4

log3* + log 5* = log 4

X 0,477 + 2x- 0,699 = 0,602
x- 0,477 + x- 1,398 = 0,602
x- (0,477 + 1,398) ~ 0,602
x- 1,875 ~ 0,602
X = 0,321
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Ejercicio 20:
Calcula el valor de la incégnita:
a) loga x =loga 9 —log, 4
b) log, x = 3 (logs5 + 4 log, 2 — loga 3)

3log,4
c) loga x = >08a%

Ejercicio 21:

Resuelve las siguientes ecuaciones logaritmicas.

a) log (x—7)=0 f) logs (2x+ 23) — logs(x + 1) = 2

b) 2logs x—logs(x +6) = 1 g)log,[log, (2x—1)1=1

c) logx(2x—7) +logz x =2 h) 2(log> x) 2 — 10log> x +8=0

d) In[log; (x—3)]=0 i) log 3(x%) + logsx—6=0

e) log x + log(x — 1) = log (4x) j) log2*x - 5logax = 0
Ejercicio 22:

Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales.

a)e3 =4 f)3%*-3*-6=0
b)3.4+6 =0 g) 2 +4* =72
c)4+3>=8 h)e*—e*=6
d)3.2¥+5.2*x=4 i) 5°*?—10.5*"1 =23
e) 21+ 2:*3=20 j) e¥-e*= 0
Ejercicio 23:

En 1900 la poblacién de una ciudad era de 50000 habitantes. En 1950 habia 100000 habitantes. Asumamos
que el nimero de habitantes en funcién del tiempo se ajusta a la formula  P(t)= ce** donde c y k son
constantes. ¢Cual fue la poblacion en 19847. éEn qué afo la poblacion es de 200000 habitantes?

Ejercicio 24:

Una particula se mueve con velocidad S(t) = ce*® donde ¢ y k son constantes. Si la velocidad inicial en t
=0 es de 16 unidades por minuto, y en 2 minutos se reduce a la mitad, halla el valor de t cuando la velocidad
es de 10 unidades/minuto.
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Ejercicio 25:

¢Qué relacion debe existir entre a y b para que se verifique que loga + logb =0?

Ejercicio 26:

Si el punto (2 ; 5) pertenece a la grafica de la funcién exponencial y = p* écudl es el valor de p?

Ejercicio 27:

1
Si a y b son dos numeros enteros positivos, calcula el valor de logi/sa + logbg .
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GEOMETRIA

Breve Introduccion

La Geometria es una de las ramas mds antiguas de la Matematica, la primera en desarrollarse como un cuerpo
tedrico ordenado, y este desarrollo fue luego tomado como referencia para el desarrollo de otras areas
matematicas.

Asi mismo, la Geometria desarrollé sus propias ramas: cada vez que las herramientas tedricas se mostraban
insuficientes para resolver nuevos desafios, distintos problemas practicos motivaron el desarrollo de “nuevas
geometrias”.

Intentaremos en este médulo introducir el potencial de la Geometria para las aplicaciones, a la par de
vislumbrar su importancia tedrica.

‘Para precCalentar: iAlgunas ideas importantes!

Rectas Paralelas, Coincidentes y Secantes
Dos rectas en un mismo plano:

- Son secantes si y solo si tienen un punto en comun.
También decimos “se intersectan” o “se cortan” en un punto.
- Son paralelas si no tienen ninglin punto en comun.

- Son coincidentes si tienen todos sus puntos en comun.

Rectas Perpendiculares y oblicuas

- Dos rectas secantes son perpendiculares, si y sélo si forman entre si un angulo recto .

Dos rectas secantes son oblicuas si no son perpendiculares.

Ejercicio 1:
a) Realiza un cuadro sindptico con los conceptos recién expuestos.

b) En cada figura, identifica cudl par de rectas son: paralelas, perpendiculares y oblicuas.

Curso de Apoyo en Matematica Pagina 189



Ejercicio 2:
El siguiente plano corresponde al centro de la ciudad de La Plata.

Observandolo, indica: [ = 3
m Cinemna City
ey
R 7 el ]
a) Dos calles paralelas. Qe S o &
) v e
Trg e W
. (<) o
b) Dos calles oblicuas. % o
c) Dos calles perpendiculares. AN
L al 73 Plaza Moreno [hagos
d) Dos calles que forman un dngulo recto. Diagonal ! %;? S o,
c (_':& ) ":v A
. . . .7 r Blas i
e) ¢Esverdadera la siguiente afirmacién? Catednal deLs Platy ’
Justifica tu respuesta: 13
J ?
E &

“La Diagonal 73 es perpendicular a la Calle 11”.

Ejercicio 3:

Observa atentamente la siguiente figura y responde:

a) ¢Cudntos pares de rectas distintas paralelas hay?
b) ¢Cudntos pares de rectas distintas perpendiculares hay?

c) ¢Cudntos cuadrados puedes contar?

Ejercicio 4.

Con regla y compas, traza las rectas que se detallan:

1. Con la regla, traza una recta. LIdmala r. Marca un punto cualquiera sobre r, lamalo M.

2. Apoya el compas en My traza un arco que corte a r en dos puntos mas. Llama a estos puntos Ay B.
¢Qué puedes observar si comparas las distancias AM y MB?

3. Haciendo centro con el compas en A, realiza una marca sobre el arco, de la amplitud que desees. Sin
modificar esta amplitud — es decir, sin cerrar o abrir mas el compds — repite este paso pero haciendo centro
en B. La idea es obtener dos marcas sobre el arco trazado en el paso anterior.

4. Nuevamente con la regla, une las dos marcas realizadas sobre el arco, y traza una segunda recta,

Denominala p. éComo son entre siry p?

Ejercicio 5: Sobre el gréfico realizado en el ejercicio 3, traza la tercera recta que se detalla:
1. Centrando el compas en A, toma una amplitud mayor a AM, pero no mayor a B.

2. Realiza una marca y repite el paso anterior centrando el compds en B, con la misma amplitud.
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Busca que sendas marcas se intersecten — o “se corten” -. Llama P al punto de interseccion asi obtenido.
3. Con laregla, traza la recta que une a My a P; lldmala q. ¢ Cémo son entre siry q?

¢Y sicomparaspyq?

Ejercicio 6:
A partir de lo trabajado en los ejercicios 4 y 5 responde:
a) Siunarecta es paralela a otra y ésta es paralela a una tercera,
¢Cémo son entre si la primeray la tercera?

b) Siuna recta es paralela a otra y ésta es perpendicular a una tercera,
¢Como son entre si la primera y la tercera?

c) Siunarecta es perpendicular a otray ésta es paralela a una tercera,
¢Como son entre si la primera y la tercera?

d) Siunarecta es perpendicular a otray ésta es perpendicular a una tercera,
¢Como son entre si la primera y la tercera?

Los instrumentos por excelencCia de |a Geometria ClasiCa
son |a Regla Y el Compas.
Ambos derivan de |a geometria egipCia, heCha con cuerdas.

La regla permite unir dos puntos, tal Como |0s conhectariamos
al tender uha cuerda desde un origen hasta uha posiCion de destino.

EI compds permite trazar Circunferencias, tal Como hariamos
fi)ando un extremo de una cuerda en |0 que seria el centro,
Y haciendo girar |a cuerda extendida.

Con estos instrumentos se pueden realizar distihtas construcciones,
ademas de trasladar elementos Y figuras,
reemplazando |3 hocién de movimiento en el planho.
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Angulos Orientados enh el Plano Cartesiano

Asi representamos angulos en el plano cartesiano:

El angulo se centra en el origen de coordenadas: (0,0).

Su lado inicial coincide con el eje de abscisas (eje x).

La orientacion puede ser en sentido

anti horario como en el ejemplo que se

ilustra, con signo positivo;
o bien el dngulo puede orientarse en

sentido horario, con signo negativo.

Los dngulos se representan utilizando
letras del Alfabeto Griego. Puedes
verlas en el Apéndice.

lado terminal

2 3 4

lado inicial

Otra forma de representacion de un angulo es realizar una marca sobre la letra mayuscula que indica el origen

del angulo: O

El plano cartesiano se divide en cuatro cuadrantes que suelen representarse con nimeros romanos, Como

vemos en el gréfico siguiente, donde también se representan los dos sentidos posibles para orientar los

angulos

1T

117
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Gistemas de Medicién de Angulos: El Sistemna Sexagesimal

iPara leer y recordar!
- La unidad de medida del sistema sexagesimal se obtiene

dividiendo un angulo recto (R) en 90 partes iguales, y tomando una de ellas.

- Esta unidad se denomina grado sexagesimal y se denota : 1 °.

1°= LR 1R =90°
= o =
- A'su vez, un grado se subdivide en 60 partes iguales, y una de estas partes se denomina minuto.

Sedenota:1’. Luego 1°=60"

Se denota : 1”. Luego 1’=60".

-Asi mismo, un minuto se subdivide en 60 partes iguales; una de las cuales se denomina segundo.

Ejercicio 7:
a) ¢A qué cuadrante pertenecen los siguientes angulos?
300°, 192°, 93°, 180°1', 150°, 35°.

b) Expresa en grados, minutos y segundos: 23,18° ; 107,03°.

Ejercicio 8:
Los angulos dibujados miden 60°, 100°, 200° y 300°. Indica cual es cada uno de ellos

y el cuadrante al cual pertenece. éEn qué sentido estdn orientados?

D
N

0

Ejercicio 9:
Indica cuales de las siguientes afirmaciones referidas son falsas. Justifica.
a) Loslados terminales de o.=180° y de °=270° son semirrectas opuestas.
b) o =-100° pertenece al IV cuadrante.
c) Loslados terminales de a.=0° y de °=360° son coincidentes.
d) 15°24'=924"
e) 1°=3600"
f) 132,5°=132°5"
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Gistemas de Medicion de Angulos: El Sistema Radial

misma longitud que el radio. Se denota: 1 rad.

- En el sistema radial la unidad de medida es el radian.

iPara leer y recordar!

- Un radidn es la amplitud del angulo central que en una circunferencia determina un arco de la

En el grafico se ilustra el dngulo de 1 radidn de amplitud.

En toda circunferencia,
el radio esta comprendido

2 © veces en su longitud.

Entonces, un dangulo de un giro
completo mide 2 wrad .

... Es decir que:

360°= 2mwrad

1 rad

He aqui la equivalencia entre los sistemas sexagesimal y radial.

Ejercicio 10:
a) ¢ Cuantos grados mide un radian?

b) Completa la siguiente tabla:

Grados 0 302 902 1352 | 150¢ 2402 | 270° 3602
. T T 5
Radianes| 0 — — - | —7T | 2m
4 3 3
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Ejercicio 11:
a) Pasa a radianes las siguientes medidas: 25215°’, 319 12’ 45”

b) Pasa las siguientes medidas a grados sexagesimales: 2,5 rad; 5m rad

Ejercicio 12:
a) En una circunferencia de 10 cm de radio, un arco mide 6 cm. ¢Cuanto mide, en grados y en radianes, el
angulo correspondiente?

b) Un angulo mide 3 radianes. Si dibujamos su arco tomando un radio de 5 cm, ¢ Cuanto medira dicho arco?

Relaciones entre Dos Angulos iPara leer y recordar!

Dos dngulos son:

Tienen un lado

Consecutivos en comun B
y hinglin otro punto “
en comun.
Su suma es un g=138°
Suplementarios angulo llano (1809) . e=42

5=57°
Complementarios Su suma es un
angulo recto (909). y = 33°

Tienen un lado
Adyacentes en comun

y sus otros lados son m
semirrectas opuestas.

Ejercicio 13:
Un angulo llano esta formado por dos semirrectas opuestas.

¢Es correcto entonces afirmar que dos dangulos adyacentes, son suplementarios? Justifica tu respuesta.
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Ejercicio 14:
a) Determina dos angulos suplementarios que se diferencien en 429,
b) Determina dos angulos complementarios sabiendo que un es siete veces mas grande que el otro.

c) Determina dos angulos complementarios que se diferencian en 159.

Angulos entre rectas paralelas

A partir del siguiente grafico de dos rectas paralelas cortadas por una recta transversal, podemos observar las

siguientes propiedades:

Los angulos opuestos por el vértice, son iguales.

- Lasuma de dos angulos diferentes es 1809.

Luego estos angulos son suplementarios.

- La suma de todos los angulos que se puedan
delimitar tomando cualquier punto como

vértice, es de 3609.

Se pueden representar |0s dngulos
alternos internos entre paralelas,
dibuwando una letra 2.

Z
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En la siguiente tabla se definen los dngulos entre paralelas tomados de a pares, segin su posicion:

ALTERNOS INTERNOS

Se ubican a los lados W
opuestos de la secante J_

ENTRE las paralelas.

COLATERALES INTERNOS

Se ubican del mismo lado
de la secante y ENTRE las
paralelas.

ALTERNOS EXTERNOS

Se ubican a los lados

opuestos de la secante
FUERA de las paralelas.

COLATERALES EXTERNOS

Se ubican del mismo lado
de la secante y FUERA de
las paralelas.

CORRESPONDIENTE ,

Se ubican del mismo
lado de la secante, uno

es interno y otro
externo.

CONJUGADOS

Se ubican a los lados
opuestos de la secante.
Uno es interno y otro

Ejercicio 15:
Las rectas r, s de la figura son paralelas.

a) Determina la amplitud de todos los angulos.

b) Determinala suma de:
- Dos angulos conjugados ..............
- Dos angulos colaterales internos ..............

- Dos angulos colaterales externos ..............

Ejercicio 16:

135.0°

Observa el gréfico del ejercicio 15 y en funcién de lo trabajado en este ejercicio y de los apuntes tedricos de la

pagina anterior, responde:

a) ¢Cudntas amplitudes diferentes de dngulos hay? ........cceeeveeececececeeiceeeeeee

b) ¢Cuanto vale la suma de dos dngulos de diferente amplitud? ..........ccccoevunneee.

Ejercicio 17:

Completa las lineas de puntos con “a veces”, “siempre” o “nunca”.

a) Los angulos complementarios ........cccceeeeveeuenne.

b) Los dngulos adyacentes .......ccccccevevevvrereereenenn.

son iguales.

. son suplementarios.
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c) Losangulos suplementarios .........cccceevevereneenene.
d) Los angulos adyacentes

e) Los angulos adyacentes

Ejercicio 18:

Calcula las medidas de los angulos a, 3,y y 6.

a)

Ejercicio 19:

son adyacentes.

son consecutivos.

son complementarios.

4 = 2z 6O°

Calcula la medida de los dngulos teniendo en cuenta los datos, en cada caso.

a)A//B y a=47°

N

W

b)A//By 5 =108° 26’

/'\A A

NB

A 52/]
W
__‘

4

\
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c) A//Bye=39°52 d)A//B,C//Dymn=56°41"5"

A
e N
< 7
N
P d
Perimetro y Area
iPara leer y recordar!
Definicion:
- Perimetro es la medida del contorno de una superficie.
- Area es la medida de la superficie que delimita una figura cerrada.
Un ejemplo que ilustra estas dos definiciones, es la diferencia entre Circunferenciay Circulo:
La Circunferencia es el contorno de un circulo.
El perimetro de un circulo, es la medida de su circunferencia. #
Completa el espacio con la férmula correspondiente:
Perimetro de la Circunferencia: ............ccccoeuuun... Circunferen cia Circulo

Por otra parte, el Circulo es la figura geométrica
de limitada por una circunferencia. iNO son términos
equivalentes!

Es decir, la circunferencia y su interior.

El area de un circulo es la medida de su superficie.

Completa el espacio con la férmula correspondiente:

Area del Circulo: ....oeeeeeeeeeeeeeeeernn.
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Ejercicio 20:

Dibuja en una hoja cuadriculada, tomando como unidad de drea a un cuadradito y como unidad de perimetro
a un lado de dicho cuadradito:

a) Tres figuras diferentes con igual area y diferente perimetro.

b) Tres figuras diferentes con igual perimetro y diferente area.

c) Tres figuras diferentes cuya area sea 8 u. a (unidades de area). Calcula sus perimetros.

d) Tres figuras diferentes cuyo perimetro sea 20 u. p (unidades de perimetro). Calcula sus areas.

Ejercicio 21:

Tenemos el siguiente triangulo ABC construido sobre las rectasriy ;.

Sir1y r2 son paralelas, responde justificando tus respuestas:

a) ¢Qué ocurre con el drea del triangulo ABC

si movemos el punto A a lo largo de r,?

b) ¢Y si movemos el punto Csobre r;?

Ejercicio 22:

Responde si las siguientes afirmaciones son Verdadero o Falso. Justifica las respuestas falsas.

a) Sidisminuye la altura de un rectangulo, entonces también disminuye su perimetro.

b) Un paralelogramo tiene un lado que mide 3 cm y otro que mide 6 cm. Su drea es imposible de calcular
con estos datos.

c) Un cuadrado de perimetro igual a 24 cm, tiene un area de 24 cm?.

d) Se dibuja un rombo con su diagonal mayor que mide 8 cm, y su lado que mide 5 cm. El perimetro de la
figura es de 40 cm.

e) Se tiene un primer rectangulo de base igual a 15 m y de altura igual a 6 m, y un segundo rectangulo
cuya base es disminuye en 3 m y su altura aumenta en 3 m con respecto al primero. Entonces el area

del segundo rectangulo es la misma que el drea del primero.
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Ejercicio 23:

Dados los siguientes trapecios, calcula en cada caso lo requerido.

3 D 3 C
a) Trapecio . < b) Trapecio
Rectangulo. 4 \ f Isésceles. E 2
Halla su dreay - . \ Halla su drea
su perimetro. A X ? y su altura. A B B
Ejercicio 24:

El cuadrado y el tridngulo equilatero de la figura, verifican la siguiente relacién:
“El perimetro del triangulo es igual a las tres octavas partes del perimetro del cuadrado”.
a) Escribe la expresion del perimetro del cuadrado en relaciona a.

b) Si el perimetro del cuadrado es de 120 cm, indica cuantos cm miden

el lado del tridngulo y el lado del cuadrado, respectivamente.

Ejercicio 25:

Calcula el perimetro y el drea

de las siguientes figuras rayadas,

en funcion del radio r del circulo.

Ejercicio 26:
¢Existe alguna circunferencia cuya longitud, medida en cm, sea igual al drea de su circulo, medida en cm??

Realiza el planteo y resuelve la ecuacidén resultante.

Ejercicio 27:
En cada caso, halla el area y el perimetro de cada figura compuesta, descomponiendo la misma en figuras mas

sencillas. Toma como unidad de referencia que un lado de la cuadricula =1 cm.
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Ejercicio 28:

Calcula en cada caso, el drea y el perimetro de la figura sombreada.

) b) c)
P g

B / \

: AB=10cm 5

AB=10cm &B=10cm AB=10cm
) g)
A B
& B
AB=10cm
AB=10cm

Angulos interiores de un tridngulo

Pensemos en un tridngulo cualquiera y en sus angulos interiores.
Intuitivamente es claro lo que sigue (por qué?):
- Ninguno de los angulos interiores puede medir 1802

- Tampoco es posible que dos de estos angulos midan 902

... ¢Qué podemos decir de los tres angulos? :

En todo tridngulo, la suma de los dngulos interiores es igual a 180°.

... La demostracidén se deduce a partir de la siguiente figura. é{La razonamos juntos?
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-Trazamos la paralela al lado AB que pasa por C.

- Aplicamos la “regla de la Z” y podemos ver dos

pares de angulos alternos internos: ay f3.

-Asuvez, ay [ son dos de los angulos interiores

del tridngulo ABC. Entonces mirando sobre C:

A 63 ivemos que la propiedad se cumple!

... y asi hemos demostrado nuestro primer teorema.

Ejercicio 29:
Observa el siguiente grafico y completa lo indicado.

Consideremos un cuadrildtero cualquiera ABCD y dividdmoslo en dos triangulos.

b Sabemos que en el tridngulo ABD, la suma de sus

angulos interiores ot + B+ Y =..ccccevveveenen. (1)

c La suma de angulos interiores del tridngulo BCD:

...................... 2)

Sumando los resultados (1) y (2), obtenemos:

Concluimos que:

En todo cuadrildtero, la suma de los dngulos interiores es igual a .........
Ejercicio 30:
En un paralelogramo, la suma entre la mitad de uno de sus angulos y la tercera parte de otro, no opuesto

con el primero, es igual a 792.

¢Cudl es la amplitud de los angulos interiores del paralelogramo?

a) Representa graficamente el enunciado construyendo un paralelogramo cualquiera.
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b) Llama X auno de los dngulos del enunciado, e y al otro. Escribe la ecuacién a partir de:
La suma entre la mitad de uno de sus dngulos y la tercera parte de otro (...) es igual a 799.

c) Este problema tiene dos incdgnitas. En base al trabajo realizado en el ejercicio 26, propone la segunda
ecuacién necesaria para resolverlo.

d) Ahora has logrado escribir el sistema de dos ecuaciones lineales que el enunciado requiere. Resuelve este

sistema y encuentra la amplitud de los angulos.

Ejercicio 31:
Elige uno de los vértices del siguiente pentdgono ABCDE y a partir de él descompone la figura en triangulos.
Repite el procedimiento realizado en el ejercicio 29 y determina cuanto vale la suma de los dngulos interiores

de un pentagono.

Ejercicio 32:
Observa tu trabajo realizado para determinar los dngulos interiores del triangulo, el cuadrilatero y el
pentdgono.

a) Registra en la tabla cuantos vértices tiene, en cuantos triangulos fue representado, y el valor de la

suma de los angulos interiores de cada poligono.

N2 de vértices N2 de triangulos Suma de los angulos
interiores

Triangulo

Cuadrilatero

Pentagono

b) Observando esta informacion, encuentra una expresion para la suma de los angulos interiores de un
poligono cualquiera, en relacién al nimero de vértices n.

Verifica que la misma se cumpla para otros poligonos con mas lados.
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TRazones Y Proporciones

iPara leer y recordar!
Definicion :

- Unarazon es el cociente indicado entre dos cantidades.
- Larazodn entre dos cantidades a y b, con b# 0y se indica %.

. , 2
- Porejemplo, larazéonentre 2y 5 es S

Ejercicio 33:
Completa el cuadro.

Lenguaje Coloquial Razon

| vt

De cada ..... familias que tienen television, ..... estan abonadas al cable.

En una ciudad, 32 de cada 50 alumnos del nivel inicial concurren a escuelas publicas.

En una provincia, para las elecciones de presidente del 2015, no concurrieron a votar 16
...... de cada ........ electores. 100
En una escuela, cuatro de cada doce alumnos aprobaron todas las evaluaciones del
primer trimestre.

Definicin : iPara leer y recordar!
- Una proporcion es la igualdad entre dos razones.
- Ensimbolos: % = 3 donde b y c no pueden ser nulos (escribimos: b # 0, d # 0)

- De la definicidn surge la siguiente propiedad: a.d = b.c

Ejercicio 34:
Jésica y Ximena encontraron el siguiente desafio en una revista de acertijos y crucigramas, e intentaron
resolverlo:

“Escriban tres proporciones distintas con los numeros 3, 5, 12 y 20”.

L. e 3 125 1220 12
Jésica escribio: —=— === ==
5 203 205 3

. . 5 203 53 20
Ximena escribio: T 222
3 1212 205 12

éSon correctas todas las proporciones que escribieron las chicas? ¢Por qué?
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Ejercicio 35:
El perimetro de un triangulo ABC es igual a 30 cm. Ademas, se pueden establecer las siguientes proporciones

entre sus lados:

a b ¢
18cm  15¢m  12cm

¢Cudnto miden los lados a, b, y c?

El Teorema de Thales

Sivarias rectas paralelas son cortadas por dos rectas transversales,
entonces los segmentos correspondientes entre cada recta transversal
resultan sev proporcionales.

Thales (640 — 550 a.C) fue un comerciante de la ciudad de Mileto (Grecia) _ It
gue se dedicé a estudiar filosofia y matematica. Logré aportes tedricos que TN
€ 1 - FHE

hicieron de la Geometria una ciencia, y no sélo una herramienta para contar o medir. j" N
IO |
N [H
+ RS d N
El siguiente grafico muestra la situacion que describe el enunciado del teorema.
Las rectas BE y CD son paralelas. LD’,-’

Estas rectas son cortadas por otras
dos rectas llamadas transversales
Este teorema enuncia que los segmentos
formados de manera correspondiente zesl_ .
entre cada paralela, son proporcionales.

Es decir:

AB AE

BC ED

Ejercicio 35:
Teniendo en cuenta el grafico anterior, y sabiendo que:
AB=15cm BC=5cm AE=x+15cm ED =x

Aplica el teorema de Thales para conocer cuanto miden los segmentos AEy ED.
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Ejercicio 36:

En cada uno de los triangulos se ha trazado un segmento paralelo a uno de sus lados. Halla el valor de x.
b

4,8

d)

15,5

Ejercicio 37:

Teniendo en cuenta los datos de la figura, y sabiendo que la recta ED es paralela a BC,

AB =16 cm, y DB =9 cm, calcula las medidas de los segmentos AE y EC.

1

Tridngulos Semejantes

c)

Definicion:
Dos tridngulos son semejantes cuando:

- Sus lados respectivos son proporcionales, y

iPara leer y recordar!

- Los angulos que forman pares de lados proporcionales, son iguales.

Los pares de lados proporcionales entre si se denominan homélogos.
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Dados dos tridngulos semejantes, no es posible “moverlos” para que uno coincida con el otro, pero podemos

pensar que uno es un modelo a escala del otro.

En el ejemplo que se ilustra, la proporcién que se establece entre los respectivos lados de cada tridngulo es la
siguiente:

a_b c

a'" b’ (

...donde (a, a’); (b, b) y (¢, c’) son pares de lados homdlogos, y los angulos formados por pares de lados

homadlogos, son iguales.

Ejercicio 38:
Los tridngulos MNO y PQR son semejantes. OMy RP son homologos.
a) Indica las medidas de los lados NO y PQ.
b) Comprueba si la razén entre los perimetros de los tridngulos es igual a la razén entre los

lados homdélogos.

12

7.5
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Ejercicio 39: En cada caso, considera la informacién dada para determinar si los pares de triangulos son

semejantes. Justifica tu respuesta.

a)
8,1
4
52
b)
¥ ' 3a°
92° 50°
c)
9
4, 5
A 4 P8

Criterios de Semejanza de Triangulos

Para poder asegurar que dos tridangulos son semejantes, basta con que se cumplan algunas condiciones

especificas:

iPara leer y recordar!
Criterio Angulo — Angulo — Angulo (A-A-A)

Si dos triangulos ABCy A’B'C’  tienen dos angulos iguales (A con A, B con B’ ), entonces el

angulo C esigual al dngulo C’ y los tridngulos son semejantes.

Criterio Lado—Lado—Lado (L—-L-1)

a
Si los lados de los tridngulos ABC y A’B’C’ son proporcionales: P =—=

entonces los tridangulos son semejantes.

Criterio Lado — Angulo — Lado (L—-A-L)

c

b
Si dos lados de los tridangulos ABC y A’B’C’ son proporcionales, es decir: b_ = —

¢
y los angulos A y A’ comprendidos entre ellos son iguales, entonces los tridngulos son

semejantes.
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Ejercicio 40:

a=4cm a =6cm
Sean los tridangulos ABCy A’B’C’. Sabemosque b =6cm b’ =9cm
c=8cm ¢’ =12 cm

éSon semejantes? ¢Qué criterio se aplica para decidir si lo son?

Ejercicio 41:
En la siguiente figura, se sabe que AB = AB’ yque AC = AC’ .

éSon semejantes los triangulos ABCy A’B’C’?

¢Qué criterio se aplica para decidir si lo son?
o

El Triangulo Rectansgulo

Asi se denomina a todo tridngulo cuyo uno de sus angulos interiores es recto.

También sus lados reciben nombres especiales.

Los lados que forman el angulo recto )
Hipotenusa
Cateto

son llamados catetos, menor

y el lado opuesto al dngulo recto 90°

se llama hipotenusa.

Cateto mayor

Tridngulos Rectangulos y Semejanza
Si en un tridngulo rectangulo ABC trazamos la recta que es perpendicular a la hipotenusa

y que pasa por el vértice opuesto, quedan determinados dos nuevos tridngulos rectangulos AOB y AOC:

Hipotenusa
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Los tres triangulos AOB, AOC y ABC tienen un dngulo recto. Por lo tanto, si logramos demostrar que tienen

otro angulo igual, podremos aplicar el criterio A— A — Ay asegurar que son semejantes.

- Lostriangulos ABC y AOC tienen el angulo 8 en comun.

- Los tridngulos ABC y AOB tienen el angulo # en comun.

- Ademas, en el tridngulo AOB: a+ [ =90° vyeneltridngulo ABC: f+6 =90°
..Porlotanto a =26,

y por el criterio A— A—A, los tridngulos AOB, AOC y ABC son semejantes,

AO AC

OB _ aB pues estos lados forman respectivamente los angulos de 90 °.

<
2lls

I

|

Ejercicio 42:

El tridngulo ABC es rectangulo en el vértice A, y AO es perpendicular a la hipotenusa. Calcula la medida de

AO. A
/ 6,4 .
C le) )
Ejercicio 43:

En los siguientes triangulos rectangulos, halla en cada caso el valor de x.

a) b)
:\
7
c)
5
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El Teorema de Pitagoras
Este teorema enuncia una relacién entre las longitudes de los lados de un tridngulo rectangulo. Si lamamos a

a la longitud de la hipotenusa, y by ca la longitud de los catetos, tenemos que:

a*= b? +c? a

Hay diversas demostraciones de este teorema. Aqui presentamos una que aplica lo que se ha trabajado en

relacion a los tridngulos rectangulos semejantes:

Recuperando el grafico realizado en el anterior apartado, observa las siguientes equivalencias para las

denominaciones de los lados de los tridngulos:
A
C = CO + OB = aes la hipotenusa
c

b a
AC = b es el cateto menor

8 B
— B
AB = c es el cateto mayor c o

a

Ya se ha mostrado que los tridngulos ABC, AOC y AOB son rectangulos y semejantes.
Tomando los tridngulos ABC y AOC, y mirando los lados que respectivamente forman el angulo 6:
a b __
2
— = — entonces a.(CO)=Db"(1
b Cco ( ) @)
Tomando los triangulos ABC y AOB, y mirando los lados que respectivamente forman el dngulo [3:

a c _
— = — entonces a. (OB) = ¢? (2)
C OB

Si ahora sumamos miembro a miembro, las igualdades 1y 2: (1) +(2)

a.(CO) + a.(OB) =b? + ¢?
a.(CO+0B) =b? + ¢2
a.a =b% + c?

a’? =b? + ¢?

...i y asi demostramos el Teorema de Pitdgoras!
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El teorema de Pitagoras establece que en todo tridngulo rectangulo el cuadrado de la longitud de
la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de las respectivas longitudes de los catetos.

También se verifica el reciproco del teorema de Pitagoras:

Si en un tridngulo, el cuadrado de uno de los lados es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos lados,

entonces el triangulo es rectangulo.

Ejercicio 44:

i) ldentifica en cada tridngulo la hipotenusa y los catetos.

i) Calcula el valor de los lados que faltan en cada triangulo.

iii) Halla el perimetro y el drea de cada triangulo.

a) Datos: AC =8cm; AB=6cmb) Datos:DF=12cm; EF=13cm

A

Ejercicio 45:

1<

Completa la tabla siguiente, donde a, b y ¢ son las medidas de los lados un tridngulo ABC, y en particular a es

la medida del lado mayor.

a c ¢Es ABC un triangulo rectangulo?
10 4
13 si
15 si
25 si
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Ejercicio 46:

Una escalera de 2,5 m de longitud esta apoyada en una pared, separada en 1,5 m del zécalo. Llega a una
altura de 1,8 m.

a) Grafica la situacion planteada.

b) éFue la pared construida en escuadra? Es decir: ¢Forman la pared y el piso un angulo recto?

Ejercicio 47:
Si se sabe que uno de los lados de un rectangulo mide 3 dm y su diagonal 6,5dm, calcula el perimetro y el drea

del rectdngulo. Expresa el resultado en cm y cm?.

Ejercicio 48:
Calcula:
a) Elareade un tridngulo isdsceles de 26 cm de perimetro, cuya base mide 6 cm.
b) El perimetro de un trapecio isdsceles de 18,75 cm? de area, cuyas bases menor y mayor miden 4 cm y

8,5 cm respectivamente.

Ejercicio 49:
El drea de un rectangulo es de20cm?y un lado mide 0,10 m. Calcula el perimetro y la diagonal del rectangulo

encm.

Ejercicio 50:
El drea de un trapecio isdsceles es de20cm?y las bases miden 7 cmy 3 cm.

Calcula la altura y el perimetro del trapecio.

Ejercicio 51:
Se tiene un rombo cuya diagonal mayor mide 300 cm y su diagonal menor, 2,5 m.

Calcula su perimetro expresado en m.
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TRazones Trigohométricas

Definicion:

Llamamos razones trigonométricas del dngulo o

de un tridngulo rectangulo a los siguientes cocientes:

cateto opuestoaa (CO)

Seno: Ssena =

hipotenusa (H)

cateto adyacente a a (CA)

Coseno: COS @ =

hipotenusa (H)

cateto opuestoa a

(co)

Tangente :tg a =

cateto adyacente a a (CA)

iPara leer y recordar!

CcO

CcCA

Ejercicio 52:

El tramo inicial de uno de los juegos de un parque de diversiones consiste en un carrito sobre una rampa que

forma un angulo a con respecto al piso, como se observa en el esquema.

1) Cuando el carrito recorre 50 m sobre la rampa, llega a una altura de 30 m.

2) Cuando recorre 75 m, esta a 45 m de altura.

3) Y cuando recorre 100 m, estda a 60 m de altura.

a) Completa la tabla escribiendo las razones trigonométricas correspondientes.

sen o

cosa

tga

Posicion 1

Posicion 2

Posicion 3

b) Simplifica todo lo que puedas las fracciones registradas. ¢ Qué puedes concluir?
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Razones Trigonométricas Exactas de Tres Angulos Agudos
Analizaremos los siguientes angulos utilizando el sistema radial para familiarizarnos con él.

i1

Casol: a=45° = n
Este angulo determina un tridngulo rectangulo isdsceles (épor qué?)

Tomemos como referencia que el caso particular en que los catetos tienen valor 1 unidad de longitud, puesto
gue se ha verificado que las razones trigonométricas se mantienen constantes independientemente de los

valores de los lados del tridangulo en cuestion.

Aplicando el teorema de Pitdgoras para conocer la hipotenusa, se tiene que:

H=+v2 (iporqué?)
Entonces
sen (%) = % 1
cos (%) = %
tg (%) =1 1
Caso 2: a=30°=§ ; ﬂ=60°=§

Partimos ahora de un tridangulo equildtero cuyos lados miden 2 unidades de longitud.

Por ser equilatero, sabemos que los dangulos interiores de este triangulo miden todos 60 °.

Tomando el tridangulo rectdngulo que se genera al trazar la perpendicular de la figura, vemos que el mismo

. , . . . TL' s .
tiene dos angulos interiores de amplitud 3 V% respectivamente.

Aplicando el teorema de Pitdgoras para conocer el cateto mayor, se tiene que:

h = /3 (épor qué?)

sn(z) = 2 sn(?) =3 NaA
V2 2

1 V3
w@-; @)% 5%

Curso de Apoyo en Matematica Pagina 216



Ejercicio 53:

Escribe las razones trigonométricas exactas de los siguientes dngulos expresados en radianes:

0o, — , T

La Circunferencia GonhiométriCa o {Jnitaria

Esta circunferencia esta centrada en el origen de coordenadas del plano cartesiano, y su radio tiene una
unidad de longitud.
Los angulos representados en el plano cartesiano determinan tridngulos rectangulos cuya hipotenusa tiene

longitud 1, al intersectar su lado terminal con la circunferencia.

AP AP __ OP OP __
sena = —=—=AP cosa = —==—=0P
1 0A 1
Entonces sen a eslaordenadadelpuntoA y cosa eslaabscisadel punto A

Ejercicio 54:
Escribe la expresidn que se establece para la tangente del angulo o a partir del grafico proporcionado de la

circunferencia goniométrica.
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Razones Trigonométricas ¥ (Jso de la Calculadora

Veamos cdmo usar la calculadora cientifica para trabajar con razones trigonométricas:

Las teclas sin, cos y tan nos permiten hallar
el valor aproximado del seno, coseno y la
tangente del dngulo que ingresamos a la
Para encontrar por ejemplo el dngulo a
calculadora.
sabiendo que seno = 0,2734.

- Primero habilitamos el sistema sexagesimal,

o modo DEG. Para ello, en la mayoria de las -En la mayoria de las calculadoras,

calculadoras pulsamos la tecla MODE, luego siempre en modo DEG, pulsamos la tecla

el nimero 4 y en el visor leemos D o DEG. SHIFT y luego la tecla sin, finalmente

tipeamos el valor 0,2734.

- Es importante tener en cuenta el modo en
-El valor obtenido siempre esta expresado

en grados. Si es necesaria mas precision,

gue cada calculadora ingresa los grados,

minutos y segundos sexagesimales. Por lo

general hay una tecla que los indica, puedes nuevamente pulsar SHIFT y luego

la tecla que indica los grados, minutos y
segundos.

Ejercicio 55:
Practica el uso de la calculadora:
a) Encuentra el dngulo a de la rampa del ejercicio 54.
b) Halla el seno, el coseno y la tangente del otro dngulo agudo que forma esa rampa.
c) Expresaredondeando a milésimos el valor de las siguientes razones trigonométricas:
sen 60°, cos10°, tg45°, cos30,25° sen79,6° tgl,79°
d) Expresa en grados, minutos y segundos el valor de los siguientes dangulos del | cuadrante:
i) sen a.=0,25
ii)cosp = 0,478
i) tg ® = 1,457

Ejercicio 56:
Halla una medida del dngulo 6 en grados que verifique cada igualdad.
Utiliza la calculadora.

a) senf = ? b) cos 8 = g c)tg 0 =3,732
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Ejercicio 57:
Resuelve los siguientes triangulos:

a) a=5cm , Pp=302 , a=90°

C
b) b=2cm , ¢c=5cm , a=90° o

c) b=82cm , a=902 , y=57°

Ejercicio 58:

Halla la medida de x en cada figura.

=1
¥
b
b) T
10 em
%\ TV
7 em

a)
20°
c) ‘ 15 cm d)
. 11 em
T
e)
8 o

5,5 em

f)
12 em
40 cm
3
30 em

Calcula el perimetro y el area del paralelogramo, teniendo en cuenta los datos.

Ejercicio 59:

D C

B

AD =10 cm
FB = 36,98 cm

Curso de Apoyo en Matematica Pagina 219



Ejercicio 60:
Cuando el dngulo de elevacion del sol sobre el horizonte es de 50°, una torre proyecta una sombra de 13 m.

Calcula su altura h.

HH

HHHHHHHHHAHT

Ejercicio 61.:

¢Cuan larga es la sombra que arroja un mastil de 11 m de altura cuando el sol tiene una elevacidn de 209?

Ejercicio 62:
El hilo que sujeta un barrilete mide 250 m y forma un angulo de 322 con la vertical.

Halla la altura a que se halla si se supone que el hilo estd en linea recta.

Ejercicio 63:
Desde un acantilado de 50 metros se ve un barco bajo un angulo de 702 con la vertical. ¢ A qué distancia de la

costa se encuentra el barco?

Ejercicio 64:
En un tridngulo sabemos que la hipotenusa mide 4 cm y la tangente del dngulo que ésta determina con la

base es igual a 0,2. Calcular el drea de dicho triangulo.

Ejercicio 65:
Un sitio rectangular mide 102m x 296 m. Determina la longitud de la diagonal y el angulo que esta forma con

el lado mayor.

Ejercicio 66:
Calcula el perimetro y el drea de un triangulo isdsceles, cuyos angulos iguales miden 272 y sus dos lados

iguales 40 m.
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Ejercicio 67:
Calcula la altura de la torre como se hacia en la antigliedad, guidndote por la ilustracion. El observador estd a

7 m de la base de la torre, el angulo con el que estd observando la cispide es de 602 y sostiene el artilugio a

una alturade 1,5 m.

Ejercicio 68:
Cuando se apoya una escalera de 3 m de largo en una de las paredes de un pasillo, llega a una altura de

2,50 m. Si se la inclina sobre la otra pared llega a 2 m de altura. Averiguar el ancho del pasillo.

Ejercicio 69:
Dos edificios distan entre si 150 metros. Desde un punto que estd entre los dos edificios, vemos que las
visuales a los puntos mas altos de estos forman con la horizontal angulos de 35° y 20°.

¢Cual es la altura de los edificios, si sabemos que los dos miden lo mismo?

20°7 - .7\35°
- X :—!
« 150 m »

Ejercicio 70:
Para conocer la altura de una torre se ha medido el angulo que forma la visual al punto mas alto con la
horizontal, obteniendo 432. Al acercarse 15 metros hacia la torre, se obtiene un nuevo angulo de 579.

é¢Cuanto mide la altura de la torre?

Ejercicio 71:
Un arbol y un observador se encuentran en orillas opuestas de un rio. El observador mide el angulo que forma
su visual con el punto mas alto del arbol y obtiene 352; retrocede 10 metros y mide el nuevo angulo,

obteniendo un resultado de 252. ¢ Qué altura tiene el arbol?
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Ejercicio 72:

Observa las medidas que ha tomado Juan para calcular la anchura del rio.

Realiza los calculos que debe hacer Juan y halla el ancho del rio.

Relaciones entre |as Razones Trigonométricas de un Angulo Agudo
Ejercicio 73:

Consideremos el triangulo rectangulo cuya hipotenusa mide 5 unidades de longitud, y cuyos catetos miden 3y
4 unidades de longitud.

a) Completa las razones trigonométricas para el dngulo a:

sena = —

3
cosa =—

. sen a - . , .
b) Completa el cociente og = —éQué valor se obtiene?
CO
Esta relacion siempre se cumple porque: o2 = H_ — 0 - tga
P pi€ porque: cosa.  CA T ca &
H
. sena
Es decir que: =tga

cosa

A su vez, si elevamos al cuadrado seno y coseno del angulo @ y realizamos su suma:

2 2 2
senZa + cos?q = CO° L A7 _ )" _ 4

oz Tanr — ez 1 (eporaue?)

sen‘a # sena’

Es decir que:
q sena + cos’a = 1
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Teorema del Seno

Existe una relacidon entre los lados de un tridngulo cualquiera y sus dngulos interiores.

Esta relacién es conocida como teorema del seno.

Consideremos un triangulo ABC cualquiera.

En él se han trazado las rectas perpendiculares a los lados ¢ y b que pasan por los vértices opuestos a estos

lados.

Los segmentos resultantes indicados como h; , h, se denominan alturas para cada uno de estos lados: h;es

la altura correspondiente al lado ¢, y h;es la altura correspondiente al lado b.

A su vez, estas alturas determinan tridngulos rectangulos interiores al triangulo ABC:

C

En el tridngulo rectangulo AC’'C se verifica:

h; = b. sen(A)

Y en el tridngulo BC'C

h, =a.sen (B) entonces b. sen(/i) = a. sen(B)

Igualando sendas expresiones resulta amoroso

b a
sen(B)  sen(A)
Andlogamente, en el tridngulo rectdngulo B’AB, obtenemos h, = c. sen(4)
y en el tridngulo B°'CB  obtenemos h, = a. sen (C)
Luego

C. sen(/i) = a. sen(()
c _a
sen(C) B sen(A)

b c

De las dos expresiones obtenidas podemos deducir que sen@) — sen(®) — sen(®

... expresion conocida como teorema del seno.
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Ejemplo 1:

Dado el siguiente triangulo, averiguar ladosay b y el dngulo C.

Solucidn: Hallamos el angulo faltante:
A+B+C=180°
C=180°—A—B = 180° — 40° — 60°
C=80°

Recurrimos al teorema del seno:

a b ¢
sen(A) sen(B) sen(C)

Hallamos el lado a Hallamos el lado b

a C b C
sen(A)  sen(C) sen(B) B sen(C)
o c.sen(ji) b= c.sen(B)
sen(C) sen(C)
_ 8.sen(40°) B 8.sen(60°)
sen(80°) B W
_ 8.sen(40°) _ 8.sen(60°)
sen(80°) - W
a= 5.22 b= 7.04

Ejemplo 2:

La distancia entre los puntos Ay B es de 20 km. Los dngulos de elevacién de un globo con respecto a dichos

puntos son de 59°y 67°. ¢ A qué altura del suelo se encuentra el globo?
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Solucién: Podria tratarse de un problema, sumamente complicado... Pero, no lo es.

A =59° K 7
B=67° / ( J)

59° [ ——T | &7° |}
67° A e ) Sy By

=l === === = B
——

LG < | °| a >
¥ & Pqi b o S L’
\\\ r;-(rj | ,'/ h \\\ rfj;il
- 5 !

fil

b
u
o)

o

: 20 km '

Hallamos el dngulo faltante:

A+B+C=180°

C=180°—-A—B =180°—-59° —67°
C = 54°

N

Vamos a calcular el lado a opuesto al angulo A.
Tenemos los 20Km que el problema nos da de referencia, y tenemos el angulo C = 54°, opuesto a ese lado,
que es el que encontramos.

Lo conveniente, de acuerdo a los datos, es recurrir al teorema del seno.

a o«
sen(A)  sen(C)

Despejando “a”

c.sen(A)
~ sen(0)
_ 20 km.sen(59°)
sen(54°)
a= 21.19 km

En el triangulo rectangulo que queda determinado al trazar “h”(la altura que buscamos), aplicamos la funcién
seno para obtener el cateto opuesto.

h = a.sen(B)
h = 21.19km. sen(67°)
h = 19.50km

La altura del globo es aproximadamente 19.50 kilémetros.
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Ejercicio 74:
Los lados de un triangulo isdsceles forman un angulo de 802 con la base. Si el triangulo tiene 30 centimetros de

base, calcula la longitud de dichos lados.

Ejercicio 75:
Tres amigos se ubican en un campo de futbol. Entre Aldo y Bruno hay 25 metros, y entre Bruno y Carlos, 12

metros. El dngulo formado en la esquina de Carlos es de 202. Calcula la distancia entre Aldo y Carlos.

Teorema del Coseno

Existe una relacidon que nos permite resolver tridngulos cuando se conocen dos lados y el dngulo que estos
forman o, cuando se conocen sus tres lados.

Esta relacidn es conocida como teorema del coseno.

Consideremos un tridngulo ABC cualquiera.

En él se ha trazado una recta perpendicular al lado ¢ que pasa por el vértice C opuesto a estos lados.

El segmento resultante indicado como h; es la altura correspondiente al lado c.

A su vez, esta altura determina dos tridngulos rectangulos interiores al triangulo ABC:

c
a
b h,
c
A B
m n

En el tridngulo rectangulo AC'C se verifica:
bZ=m?2+h;?
Como my n son las proyecciones ortogonales de los lados b y a sobre el lado ¢ se verificaquen=c—m

En el tridngulo rectangulo BC'C se verifica:

a’=h?+n?
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Por lo tanto, resulta:
a’=hy?+n?

a’=h?+(c-m)?
a’=(h?+m?) +c?-2cm

a’l=b%+c?2-2cm

Como en el tridngulo rectdngulo AC'Ces m = b . cos(A), si sustituimos en la expresidn anterior
a2=b2+c?-2bccos(A)

... expresion conocida como teorema del coseno.

Ejemplo 3:
Un piloto debe volar desde una ciudad A hasta otra ciudad B, distante 800km. Al comenzar el vuelo debe alterar
su rumbo en 302 para esquivar una tormenta, recorriendo en esta direccién 400km. Desde alli se dirige

directamente a la ciudad B. ¢ En cudntos km se alargé el recorrido para llegar a B?

b
A
A 400km =
a
800km ¢
B
B

Solucién: Recurrimos al teorema del coseno:

a’= b?+ c?—2.b.c.cos(A)
a’ = 4002 + 8002 — 2.400.800. cos(30°)
a = 495.73 km
El recorrido para llegar a B se alargd 95.73 km.

Ejemplo 4:

Hallar los dangulos del tridngulo ABC, si sus ladossona=3m,b=5myc=7m.

Solucién: B
T
v\“‘a C
\, .
5, S
d \\ "‘*a
N I
\\ \l-'l xlh‘w-_
C 0 A
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Recurrimos al teorema del coseno:  ¢? = a%?+ b%?—2.a.b. cos(C)

Hallamos el angulo A Hallamos el angulo B
a’= b?+ c?—2.b.c.cos(A) b2 = a?+ c%—2.a.c.cos(B)
_ b?+ c?— a2 . a?+ c?2— b?
cos(A) = cos(B) =
( ) 2.b.c ( ) 2.a.c
—~ 524 72— 32 ~ 32+ 72— 52
cos(A) = cos(B) =
(B)=—757 (B)=—237
cos(A) = 0.9285 cos(B) = 0.79
A = arc.cos(0.9285) B = arc.cos(0.79)
A =21.80° B =37.81°
Finalmente C=180°-A-B
C = 180° — 21.80° — 37.81°
C =120.39°
Ejercicio 76:
Dados los siguientes tridngulos, determinar los lados y angulos faltantes.
a b. C.
10 cm 800
700 10 cm 0% 10 em 708,
a0°
800,

Ejercicio 77:
Un dia calmo, desde lo alto de un globo, se observa Comodoro Rivadavia con un angulo de 509, y Rada Tilly,

situado al otro lado y en linea recta, con un dngulo de 602. Sabiendo que el globo se encuentra a una distancia

de 6 kilémetros de Comodoro Rivadavia y a 4 de Rada Tilly, calcular la distancia entre las ciudades.

Curso de Apoyo en Matematica Pagina 228



APENDICE A - Unidades de Medida

r’z@w’u’w’u@:
t.ﬁ.ﬁ.ﬁ.ﬁ‘t.

(D T Dy Dy DD
N G sy

Capacidad
- -uanh{f cr?-w-wm /_“hl lﬂh

dal

{DVW” 10 L‘@@@

r’w’u’z@u@w’@

dam?

Foioicioroycl
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APENDICE B — Medicién de Angulos — Sistemas Sexagesimal y Radial

MEDIDAS DE ANGULOS

Equivalencias

| grado 10 = Tflano 1°= 60’ = 3600
Unidad 180
: ,1° e
minutos 1 =0 1’ = (E) — 60"’
Submultiplos
segundos 1 =% 1”=(ﬁ) - (ﬁ)

Relaciones de equivalencias entre

los dos sistemas:

1 giro = 2rrad = 360°

1 llano = 7 rad = 180°

1 recto =% rad = 90°

sec
Csc

sin
cos
tan

In
2

+ w
+
+
+
+
+

0 & 360 — OA&Zn
- 350 b2
+ - 6.1
- S ED
+

1
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APENDICE C - Férmulas de Perimetros, Areas y Volimenes mas usadas

(ap) : apotema

Figura Perimetro Area
Triangulo
a b A h C
S 2
c P=a+b+c
Cuadrado
Rectangulo b
P=2a+2b A=ab
Paralelogramo
s
b P=2a+2b A=hb
Rombo
L
P=4L Dd
A=—
2
Trapecio b
B P=B+b+L1+Lo =(B+b)h
2
Poligono regular de n lados
L
ap
P=nL _nL
=~ (ap)
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Circunferencia y Circulo

P=2nr A= qr2
(circunferencia) (circulo)
Cuerpo Geométrico Area Volumen
Cubo
a
A=6a? V=33
a
a
Paralelepipedo
a
A =2ab + 2bc + 2ac V=abc
c
b

Tetraedro Regular

V= —a?
Cilindro
A=2xr2+42nrlL
@ (con tapa)
. A=nr2+2nrlL V=nrr2L

(sin tapa)
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Cono

A=nrg+ nr? v=1mw2h

Esfera

A=4rr? 4

APENDICE D — Aproximacién y Redondeo
Al operar con numeros decimales de muchas cifras, se emplean valores aproximados.
La aproximacion por defecto es cuando el calculo aproximado es menor que el nimero dado.

La aproximacion por exceso es cuando el calculo aproximado es mayor que el numero dado.
Ejemplo:V/7 = 2.6457513110645905905016157536393
Aproximacion por defecto: 2.6457 <7

Aproximacion por exceso:2.646 > V7

El redondeo consiste en aumentar en una unidad la Ultima cifra conservada siempre que la primera omitida
sea mayor o igual que 5.

APENDICE E — Notacion Cientifica

Para expresar un nimero en NOTACION CIENTIFICA se lo debe escribir de la siguiente forma N 10", donde N
es un numero real de una sola cifra entera distinta de cero y n es un nimero entero

La notacidn cientifica permite captar rapidamente el orden de magnitud de una cantidad

por medio del exponente n.
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B N EXP n

N EXP n +/- | sin es un numero negativo
ettt
Ejemplos:
e Edad de la Tierra:
4 000 000 000 afios = 4 10¢afios & 2l s
e Diametro del nucleo de un atomo: 3 EXP 15 +/-
0,000 000 000 000 003 m =3 10*m

APENDICE F — Porcentajes
Los porcentajes son fracciones de denominador 100.
También se pueden pensar como decimales.

Un porcentaje p, se escribe p %.

50 1
100 2
\ )

v L L

como fraccion  como decimal como porcentaje

= 05 = 50%

Ejemplo: iqué porcentaje de 25 es 20?
Tener un porcentaje de algo significa que tienes ese porcentaje de cada 100.

Se puede establecer una proporcién para descubrir qué porcentaje de 25necesitamos tomar para obtener 20.

porcentaje 20
100 25

porcentaje 4

100 5
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4
porcentaje = < * 100

porcentaje = 80 %

APENDICE G - Cifras significativas de un numero.

Son aquellas que tienen un significado real y, por tanto, aportan alguna informacién. Toda mediciéon
experimental es inexacta y se debe expresar con sus cifras significativas.

Ejemplo: Medimos la longitud de una hoja de papel con una regla graduada en milimetros. El resultado
se puede expresar de la siguiente manera:

Longitud (L) = 29,7cm
No es esta la Unica forma de expresar el resultado, pues también puede ser:

L=0,297mL=2,97dmL=297 mm

Se exprese como se exprese el resultado tiene tres cifras significativas, que son los digitos
considerados como ciertos en la medida.

Cumplen con la definicién pues tienen un significado real y aportan informacién.

Un resultado como L =0,2970 m no tiene sentido ya que el instrumento que hemos utilizado para
medir no es capaz de resolver las diezmilésimas de metro.

Por tanto, y siguiendo con el ejemplo, el nUmero que expresa la cantidad en la medida tiene
tres cifras significativas.

Pero, de esas tres cifras sabemos que dos son verdaderas y una es incierta:
L=0,297 m

La incertidumbre de la dltima cifra también se puede poner de manifiesto si realizamos una misma
medida con dos instrumentos diferentes, en nuestro caso dos reglas milimetradas. No hay dos reglas
iguales y, por tanto, cada instrumento puede aportar una medida diferente.
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La ultima cifra de la medida de nuestro ejemplo es significativa pero incierta, la forma mds correcta de
indicarlo (asumiendo por ahora que la incertidumbre es de +1 mm), es L=0,297 £ 0,001 m

El llamado convenio de cifras significativas que asume que “cuando un nlimero se expresa con sus
cifras significativas, la ultima cifra es siempre incierta”.

APENDICE H - Alfabeto Griego

A a alpha I . iota P p rho
Bp beta K « kappa I o sigma
I' y gamma A A lambda Tt tau

E & epsilon M mu Y v upsilon
A O delta N v mu P ¢ phi

Z T zeta EEox X v chi
Hmn eta () o omicron Wy psi

® 0 theta IT = pi £2 © omega
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I- Clasificaciéon de Angulos

Segun su amplitud

Nombre Figura Amplitud en radianes
Agudo ‘ 0<o<”
2
Recto p==C
‘ 2
Obtuso \l T<Q<T
2
Llano _L o =

Segln su suma

ANGULOS COMPLEMENTARIOS

>

ANGULOS SUPLEMENTARIOS

\8

a+ B =90°

Y+ € = 180°
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APENDICE J- Angulos entre paralelas

opuestos de la secante /
ENTRE las paralelas

Aaralalac
arartcias

de la secante y ENTRE las

ANGULOS IGUALES ANGULOS SUPLEMENTARIOS
ALTERNOS INTERNOS / COLATERALES INTERNOS
Se ubican a los lados Z Se ubican del mismo lado

>—petet

ALTERNOS EXTERNOS

Se ubican a los lados

opuestos de la secante
FUERA delas paralelas

IDC QFQIQIQC
o>

COLATERALES EXTERNOS

Se ubican del mismo lado
de la secante y FUERA de

ALTERNOS INTERNOS

Se ubican del mismo lado
de la secante, uno es

interno y otro externo

Se ubican a

CONJUGADOS

opuestos de la secante.
Uno es interno y otro

los lados

externo

APENDICE K - Clasificacion de Triangulos

CLASIFICACION DE LOS TRIANGULOS
Segu EQUILATERD .
egln sus| EQUILA ISOSCELES ESCAL ENO
lados |3 lados iguales ) )

i i 2 ladoz iguales 3 ladoz deziguales
Segun 3 anguloz i i i i

i ) 2 angulos iguales 3 anguloz desiguales
sus angulos izuales
ACUTANGULO
3 anguloz
agudos
RECTANGULO
! ?nguln recto Mo existe | Cateto \\‘\.Hipntenusa Cateto| ~Hipotenusa
2 angulos Catetn =

Cateto = T

agudos
OBTUSANGULO
1 angulo
obtuso ko exizte x
2 anguloz
agudos
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APENDICE L- Demostraciones en Matematica

Las demostraciones en Matematica parten de

Axiomas: Afirmaciones iniciales que se aceptan como bases.

Un conjunto de axiomas que no entran mutuamente en contradiccion,
forma un sistema axiomatico.

A partir de un sistema axiomatico se construyen las demostraciones, las cuales derivan en diferentes
resultados:

Proposicién: Resultado intermedio y relativamente inmediato — de
sencilla demostracion -, con cierta importancia en si mismo.

Puede ser una consecuencia directa de una definicion, que
conviene escribirpara referirnos a ella cuando la necesitemos.

Teorema: Resultado importante, no tan inmediato como una Proposicion.

Lema: Resultado auxiliar, paso en una demostracién de un teorema, pero
gue conviene aislar porque se repite en las demostraciones de

distintos teoremas.

Corolario: Resultado que se demuestra de inmediato a partir de la aplicacion
de un Teorema. Suele ser un caso particular de una situacion

mucho mas amplia, que conviene aislar por alguna razon.

APENDICE M - Razones e Identidades Trigonométricas

RAZONES TRIGONOMETRICAS DE ALGUNOS ANGULOS.

0° 30° 45° 60° 90°

sen 0 %

Ccos 1

tg 0
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Razones trigonométricas de (a + B)

sen(a + ) = senacospP + cosasenf

cos(a + ) = cosacosp — senasenf

tga +tgf

tg(a + B) = pp—

Razones trigonométricas de (a - B)

sen(a — ) = senacosP — cosasenf

cos(a — B) = cosacosp + senasenf

tga —tgf

9 =F) = l+1tga tgf

Razones trigonométricas del angulo doble

sen 2o = 2 senacosa
cos 20, = cos?a — sen?a.

2tga

l—tgza

tg 20 =

1<

radio
r=1

(BB

o

Ocos Euﬂ-ﬁ] F

2l

I'<

,mB //

G

<

radio
r=1

o

cos (a-B)

o ]

Tx

cos {2a)
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